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Πξόινγνο 

Αληηθείκελν ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθψλ είλαη ε κειέηε ζεκάησλ ζρεηηθψλ 

κε ηε δνκή (ηα ζρήκαηα), ηελ πνζφηεηα (ηνπο αξηζκνχο), ην ρψξν, ηε κεηαβνιή, ηηο 

ζρέζεηο φισλ ησλ κεηξήζηκσλ αληηθεηκέλσλ ηεο πξαγκαηηθφηεηαο θαη ηεο θαληαζίαο 

καο. Ζ κειέηε ηνπ ρψξνπ θαη ηνπ ζρήκαηνο, πνπ μεθίλεζε απφ αζηξνλνκηθέο 

παξαηεξήζεηο (Βαβπιψληνη) ή θαη απφ κεηξήζεηο εκβαδψλ (Αηγχπηηνη), ζεκειηψζεθε 

ήδε λσξίο ζηε γεσκεηξία ηνπ Δπθιείδε. Σν έξγν ηνπ Δπθιείδε ππήξμε ίζσο ν πξψηνο 

κεγάινο ζηαζκφο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ, θαζψο εηζήγαγε ηελ αμησκαηηθή 

κέζνδν.  

Σα πην αξραία καζεκαηηθά θείκελα πνπ είλαη δηαζέζηκα είλαη ηα Βαβπισληαθά 

θαη ηα Αηγππηηαθά Μαζεκαηηθά. Όια απηά ηα θείκελα πεξηιακβάλνπλ ην 

απνθαινχκελν Ππζαγφξεην Θεψξεκα, ηελ πην αξραία θαη δηαδεδνκέλε καζεκαηηθή 

εμέιημε κεηά ηε βαζηθή Αξηζκεηηθή θαη Γεσκεηξία. Ωζηφζν, ε κειέηε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ σο έλα απηνηειέο πεδίν άξρηζε ηνλ 6ν αηψλα π.Υ. κε ηε ΢ρνιή ησλ 

Ππζαγνξείσλ, πνπ πηζηψλνληαη θαη ηνλ φξν «Μαζεκαηηθά», απφ ηελ αξραία ειιεληθή 

ιέμε «κάζεκα», πνπ ζεκαίλεη «πεδίν κάζεζεο». Οη αξραίνη Έιιελεο Μαζεκαηηθνί 

εηζήγαγαλ ηελ επαγσγηθή ινγηθή θαη ηε καζεκαηηθή αθξίβεηα ζηηο απνδείμεηο. 

΢ην βηβιίν ησλ Μαζεκαηηθψλ θαηεχζπλζεο Γ΄ ιπθείνπ ζα παξνπζηάζνπκε ηελ 

χιε πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην πξφγξακκα ζπνπδψλ ηεο Γ’ ηάμεο ηνπ Γεληθνχ Λπθείνπ. 

Σν βηβιίν απηφ απνηειείηαη απφ δχν κέξε (Άιγεβξα θαη Αλάιπζε). ΢ην πξψην κέξνο 

ηεο Άιγεβξαο γίλεηαη εηζαγσγή ζηνπο Μηγαδηθνχο Αξηζκνχο, νη νπνίνη είλαη 

πξνέθηαζε ησλ Πξαγκαηηθψλ Αξηζκψλ. ΢ην δεχηεξν κέξνο ηεο Αλάιπζεο 

παξνπζηάδνληαη νη έλλνηεο ηεο παξαγψγνπ θαη ηνπ νινθιεξψκαηνο αληηζηνίρσο θαη 

γίλεηαη ρξήζε ησλ ελλνηψλ απηψλ ζε πνιιέο εθαξκνγέο, ελψ γίλεηαη πξψηε θνξά 

αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ. 

΢ην βηβιίν έρνπλ παξνπζηαζηεί κε καζεκαηηθή απζηεξφηεηα νη απαξαίηεηνη 

νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα θαη νη έλλνηεο πνπ απνηεινχλ ηνλ θνξκφ νξηζκέλσλ 
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θεθαιαίσλ, αιιά ζπγρξφλσο έρεη δνζεί κεγάιε έκθαζε ζηελ παξνπζίαζε 

ππνδεηγκαηηθά ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ. ΢ε θάζε θεθάιαην έρεη γίλεη πξνζπάζεηα, 

ψζηε ν αλαγλψζηεο λα ελεκεξσζεί ζε βάζνο γηα ηε ζεσξία θαη ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ, αιιά θαη λα εθνδηαζηεί κε ηφζα πνιιά ιπκέλα 

παξαδείγκαηα, ψζηε λα απνθηήζεη κηα επρέξεηα γηα ηελ επίιπζε ησλ άιπησλ 

αζθήζεσλ. ΢ην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ, ππάξρεη πιεζψξα άιπησλ αζθήζεσλ γηα ηελ 

πιεξέζηεξε εμάζθεζε ηνπ καζεηή, θαζψο θαη ελδεηθηηθά πξνηεηλφκελα 

δηαγσλίζκαηα πξνφδνπ. 

Σν βηβιίν απηφ είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπζζσξεπκέλεο εκπεηξίαο πνπ έρεη 

ζπγθεληξψζεη ε πνιπκειήο νκάδα καζεκαηηθψλ ηνπ θξνληηζηεξίνπ κέζεο 

εθπαίδεπζεο «Δ. Γ. ΢ηνγηάλλε» ιφγσ ηεο πνιπεηνχο δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο. 

Απεπζχλεηαη ζε καζεηέο ηεο Γ’ ιπθείνπ. Δπί πιένλ, ηνλίδνπκε εδψ φηη ην παξφλ 

ζχγγξακκα απνηειεί έλα ρξήζηκν θαη εχρξεζην βνήζεκα αλαθνξάο γηα θαζεγεηέο 

ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο πνπ εξγάδνληαη είηε ζην δεκφζην, είηε ζηνλ ηδησηηθφ 

ηνκέα. Απφ παηδαγσγηθήο απφςεσο, εθηφο ηεο πξνθαλνχο ρξεζηκφηεηαο ηνπ βηβιίνπ 

απηνχ, πηζηεχνπκε φηη δξα θαη αλαδξνκηθά σο εκπέδσζε θάπνησλ ζεσξεηηθψλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ, πνπ ζην παξειζφλ ίζσο θαίλνληαλ άλεπ αληηθεηκέλνπ. 

Ο ζπγγξαθέαο 
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Κεθάιαην 1 

Γηαθνξηθόο Λνγηζκόο

 Η έλλνηα ηεο παξαγώγνπ 1.1.

 ΢ηνηρεία ζεωξίαο 1.1.1.

Οξηζκόο : Έζησ ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνχ A .  

Ζ f  νλνκάδεηαη παξαγσγίζηκε ζε ζεκείν Ax 0 , φηαλ ππάξρεη ην φξην: 

   

0

0

0 xx

xfxf
im
xx 




  θαη είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

Σν φξην απηφ νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο f  ζην 0x  θαη ζπκβνιίδεηαη  0xf   ή 

 

0

0

x

xdf
. Γειαδή: 

 
   

0

0
0

0 xx

xfxf
imxf
xx 







Πξνθαλψο, ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , αλ θαη κφλν αλ, ππάξρνπλ ζην  ηα 

φξηα 
   

0

0

0 xx

xfxf
im
xx 




  θαη 
   

0

0

0 xx

xfxf
im
xx 




  θαη είλαη ίζα. 

Αλ ζηελ ηζφηεηα  
   

0

0
0

0 xx

xfxf
imxf
xx 





  ζέζνπκε hxx  0 , ηφηε έρνπκε: 

 
   

h

xfhxf
imxf
h

00

0
0






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Παξάγωγνο θαη ζπλέρεηα 

Θεώξεκα : Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε ζεκείν 0x , ηφηε είλαη θαη 

ζπλερήο ζην 0x . 

Παξαηήξεζε: Αλ ε f  δελ είλαη ζπλερήο ζην 0x , ηφηε δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x . 

 Λπκέλεο αζθήζεηο 1.1.2.

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  κε ηχπν:  









0,4

0,ημ3

xxxx

xxx
xf .  Να εμεηάζεηε αλ 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην 00 x  θαη λα βξείηε (αλ ππάξρεη) ε εθαπηνκέλε ηεο fC

ζην ζεκείν   0,0 f .

Λύζε 

   

      44
4

0

0

413
ημ

3
0ημ3

0

0

000

000


































xim
x

xxx
im

x

fxf
im

x

x
im

x

xx
im

x

fxf
im

xxx

xxx




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 Άιπηεο αζθήζεηο 1.1.3.

1. Να βξείηε, αλ ππάξρεη, ηελ παξάγσγν ηεο f  ζην 0x , φηαλ: 

α.    xxxf 32   ζην 20 x  

β.   









1,32

1,653
2

2

xx

xxx
xf  ζην 10 x  (Γ’ Γέζκε 1988) 

γ.   












0,0

0,
3

ημ3

x

x
x

x
xf  ζην 00 x  

2. Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο

1

x

1
-

3 x

εκx e , x<0

( ) 0 , x=0

x e , x>0

f x















ζην ζεκείν x0 = 

0. 

3. Έζησ ζπλάξηεζε f , έηζη ψζηε:   2xxf   γηα θάζε x . Να βξείηε ηελ 

εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην 00 x . 

4. Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , λα δείμεηε φηη θαη ε ζπλάξηεζε: 

 
 

    








0000

0

,

,

xxxfxxxf

xxxf
xh  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  κε ηχπν:  
















2

3
,

4

33
2

3
,

4

92

x
x

xx
xf . Να δείμεηε φηη 

νξίδεηαη εθαπηνκέλε ηεο fc  ζην ζεκείν 




























2

3
,

2

3
fA  θαη ζρεκαηίδεη κε ηνλ 

άμνλα xx  γσλία 
3


. 
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 Παξαγωγίζηκεο ζπλαξηήζεηο – παξάγωγνο ζπλάξηεζε1.2.

 ΢ηνηρεία ζεωξίαο 1.2.1.

Έζησ ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζε ζχλνιν A . Αλ AA 1  ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ζηα 

νπνία ε f  είλαη παξαγσγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο ζε θάζε 1Ax  ην  xf   ηφηε

νξίδνπκε κία λέα ζπλάξηεζε: 

 
1:

      

f A

x f x

 



ε νπνία νλνκάδεηαη πξώηε παξάγωγνο ή απιά παξάγωγνο ηεο f  θαη ζπκβνιίδεηαη 

 xf   ή
dx

df
. 

Οκνίσο νξίδεηαη ε δεύηεξε παξάγωγνο  xf   ηεο f  ζην ζχλνιν 12 AA  , ζην νπνίν 

ε f   είλαη παξαγσγίζηκε. 

Δπαγσγηθά, νξίδεηαη ε ληνζηή παξάγσγνο ηεο f  κε 3  θαη ζπκβνιίδεηαη   xf  . 

Γειαδή:        .3,1 


   xfxf  

Παξάγωγνη βαζηθώλ ζπλαξηήζεωλ 

   0

c

   1

x

    1 , 0,1x x  

   

   0,
2

1



x

x
x  

   xx ζσνημ 


   xx ημζσν 


   xx ee 


   0,
1




x
x

nx

Φροντιστήρια Ε.Δ Στογιάννης
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 Λπκέλεο αζθήζεηο 1.2.2.

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   xexf  . Να βξεζεί ε εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f  πνπ δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  0,1A .

Λύζε 

Πξνθαλψο ην ζεκείν M  δελ αλήθεη ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , άξα δελ 

κπνξεί λα είλαη ην ζεκείν επαθήο. 

Έζησ   00 , xfxM  ην ζεκείν επαθήο. Σφηε ε εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο fc  είλαη: 

     

 0

000

00 xxeey

xxxfxfy

xx




Όκσο ην ζεκείν A  αλήθεη ζηελ εθαπηνκέλε, άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ επαιεζεχνπλ 

ηελ εμίζσζή ηεο, δειαδή: 

 

 

2

)0(γιαηί    11

1

10

0

0

0

0

0

00

00









x

ex

xee

xee

x

xx

xx

Οπφηε ην ζεκείν επαθήο είλαη ην  2,2 eM  θαη ε εμίζσζε εθαπηνκέλεο είλαη:  

 

.

2

22

22

exey

xeey




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2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   nxxf  . Να βξεζεί ε εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο fc  ε 

νπνία ζρεκαηίδεη γσλία 
4


 κε ηνλ άμνλα xx . 

Λύζε 

Έζησ   00 , xfxM  ην ζεκείν επαθήο ηεο δεηνχκελεο εθαπηνκέλεο κε ηελ fc . 

Σφηε:   .11
1

1
4

εθ 0

0

0  x
x

xf


  

Άξα ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη: 

     

     

 

0 0 0

1 1 1

0 1 1

1

y f x f x x x

y f f x

y x

y x

   

   

   

 

Φροντιστήρια Ε.Δ Στογιάννης
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 Άιπηεο αζθήζεηο 1.2.3.

1. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηφκελεο ηεο  Cf  ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = lnx πνπ

πεξλά απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

2. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηφκελεο ηεο  Cf  ηεο f(x) = x
3
 πνπ δηέξρεηαη απφ ηo

ζεκείν Α(0,-16). 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3xxf  . Αλ ε επζεία   164: 2  xay  είλαη 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν  3

00 , xxA , λα 

βξεζνχλ ην ζεκείν A  θαη ην a . 

4. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο    ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο

ζπλάξηεζεο   xxf   πνπ ζρεκαηίδεη γσλία
3


 κε ηνλ άμνλα xx . 

5. Αλ    ε εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο   2xxf   ζην ζεκείν  4,2A , λα βξείηε

ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο παξαβνιήο πνπ είλαη θάζεηε ζηελ   .

6. Έζησ ζπλάξηεζε f  κε ηχπν:

 









0,

0,
3

2

xx

xx
xf

Να βξεζνχλ νη εμηζψζεηο ησλ εθαπηνκέλσλ ηεο fc  ζηα θνηλά ζεκεία ηεο κε ηελ 

επζεία 2 xy  θαη ε εθαπηνκέλε ζην 00 x . 

7. Να απνδείμεηε φηη απφ ην ζεκείν  ,aP  κε 2a  δηέξρνληαη δχν εθαπηφκελεο 

ηεο παξαβνιήο 2xy  . Αλ ην P  είλαη ζεκείν ηεο επζείαο 
4

1
y , ηφηε νη 

εθαπηφκελεο απηέο είλαη θάζεηεο. 
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 Καλόλεο παξαγώγηζεο 1.3.

 ΢ηνηρεία ζεωξίαο 1.3.1.

Θεώξεκα: Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , ηφηε ε ζπλάξηεζε 

gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , θαη ηζρχεη: 

       000 xgxfxgf 




Θεώξεκα: Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , ηφηε θαη ε 

ζπλάξηεζε gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη: 

           00000 xgxfxgxfxgf 




Πόξηζκα: Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη c , ηφηε θαη ε 

ζπλάξηεζε fc   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη: 

     00 xfcxcf 


Θεώξεκα: Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x  θαη   00 xg , ηφηε 

θαη ε ζπλάξηεζε 
g

f
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη: 

 
       

 0

2

0000
0

xg

xgxfxgxf
x

g

f 













Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ θαλφλα ηνπ πειίθνπ είλαη ηα εμήο: 

   1 ,x x     

     

  
x

x
2ζσν

1
εθ 


θαη  

x
x

2ημ

1
εθ 



Φροντιστήρια Ε.Δ Στογιάννης



16 Κεθάιαην 1 - Γηαθνξηθφο Λνγηζκφο 

Παξάγωγνο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο 

Θεώξεκα: Αλ ε ζπλάξηεζε g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε f  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην  0xg , ηφηε ε ζπλάξηεζε fog  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη 

ηζρχεη: 

        000 xgxgfxfog 


Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο είλαη θαη ηα εμήο: 

 

 

 

1 , , 0

, 0 , 1 ,

1
, 0

a a

x x

x a x a x

a a na a a x

n x x
x




     


     


  

 Λπκέλεο αζθήζεηο 1.3.2.

1. Να δείμεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ  
2

2 1

x

x
xf


  θαη 

 
x

xg
2

  έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην θνηλφ ηνπο ζεκείν. ΢ηε ζπλέρεηα λα βξεζεί 

ε εθαπηνκέλε. 

Λύζε 

Γλσξίδνπκε φηη ε ηεηκεκέλε 0x  ηνπ θνηλνχ ζεκείνπ ησλ fc  θαη gc , είλαη ε ιχζε ηεο 

εμίζσζεο    xgxf  .

Έρνπκε: 

      10101221
21 222

2

2




 xxxxxx
xx

x
xgxf  

Άξα ην θνηλφ ζεκείν ησλ fc , gc  είλαη ην  2,1M .
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Άξα πξνθχπηεη ην ζχζηεκα: 

2

1
4

1

8

48
8

8

48
0

2

0

0

0

2

0

2

0

0

0
































a

x

xa

x
x

x

x

a

x
x

a

Παξαηήξεζε:  Θα κπνξνχζακε λα βξνχκε ηελ εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο gc  ζην 

  00 , xgxM , δειαδή      000 xxxgxgy 

 

0

2

0

02

00

2

x

a
x

x

a
y

xx
x

a

x

a
y





Γηα λα έρνπλ νη fc , gc  θνηλή εθαπηνκέλε ζην 0x  πξέπεη νη επζείεο 48  xy  θαη 

0

2

0

2

x

a
x

x

a
y   λα ηαπηίδνληαη, άξα: 

2

1
α  :άρα  

4

1

8

4
16

8

4
2

8

0

2

0

0

2

0

2

0

0

2

0

































x

xa

x

x

xa

x

a

x

a

3. Να δείμεηε φηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ   322  xxxf  θαη 

  21 xxg   δέρνληαη θνηλή εθαπηνκέλε.

Λύζε 

Πξνθαλψο ε θνηλή εθαπηνκέλε ησλ fc , gc  δελ εθάπηεηαη ζε θνηλφ ηνπο ζεκείν γηαηί 

νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ gf ,  δελ ηέκλνληαη, αθνχ ε εμίζσζε    xgxf   είλαη

αδχλαηε. ΢πλεπψο, ζα εθάπηεηαη ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία   11, xfxA  θαη

  22 , xgxB .

Βξίζθνπκε ηηο εθαπηφκελεο ησλ fc  θαη gc  ζηα A  θαη B  αληίζηνηρα: 

     1 1 1 1: y f x f x x x         2

1 1 1 12 3 2 2y x x x x x      

  2

1 12 2 3y x x x    
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θαη       2 2 2 2: y g x g x x x        2

2 2 21 2y x x x x     

2

2 22 1y x x x      

Γηα λα έρνπκε θνηλή εθαπηνκέλε ζα πξέπεη νη 1 , 2  λα ηαπηίδνληαη, άξα: 

 

1 21 2 1 2

22 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

1 2

1 2

2

2 2 2 2

12 2 2 1

3 1 2 1 2

1
1

1 3 1 3
2 2 1 0  ή  

2 2

x xx x x x

x x x x x x

x x
x x

x x x x

        
    

          

 
  

  
    

Αλ 
2

31
2


x  ηφηε:  

2

31

2

31
11





x

Αλ 
2

31
2


x  ηφηε:  

2

31

2

31
11





x . 

Άξα έρνπκε δχν πεξηπηψζεηο, δειαδή 



























 



























 

2

31
,

2

31
,

2

31
,

2

31
11 gBfA

θαη 



























 



























 

2

31
,

2

31
,

2

31
,

2

31
22 gBfA
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 Άιπηεο αζθήζεηο 1.3.3.

1. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ

α. f(x)=4x
3
-2lnx+ x +3ζπλx-εκ

3


β. f(x)=(x

3
-x)εκx-2x

3
lnx+

xxe

4

γ. f(x)=
2 2

2 2

x 1 x 1

x 1 x 1

 


 
δ. f(x)=x

3
x lnx ε. f(x)=

1 1

x ζπλx




2. Να βξείηε, φπνπ νξίδεηαη, ηελ παξάγσγν ησλ ζπλαξηήζεσλ:

α.  












0,2

0,
2

1

3

1 2

xxx

xxx
xf β.  

 









0,7ζσν

0,ημ7
3

2

xxxx

xxx
xf

3. ΢ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην

ζεκείν ηεο κε  ηεηκεκέλε x0:

α. f(x) = (x
2
-1) x , x0 = 4 β. f(x) = 

εκx

x-xζπλx
, x0 = π 

γ. f(x) = 
ln x

x
, x0 = 1 δ. f(x) = 

x

x

e
, x0 = 0 

ε. f(x) = εκxζπλx  , x0 = 
12



4. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  Cf  πνπ είλαη:

α.  Παξάιιειε ζηελ επζεία y=2x, αλ f(x)=2x+
1 ln x

x



β.  Κάζεηε ζηελ επζεία x+3y+1=0, αλ f(x)=3x-
2

ln x

x
. 

5. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ θνηλνχ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηνπο. Έζησ αθφκε φηη είλαη   00 xg θαη   00  xg . Αλ γηα ηε 

ζπλάξηεζε  
 
 xg
xf

xF  ηζρχεη   00  xF , λα δείμεηε φηη:   
 
 0

0
0

xg

xf
xF




 . 

(Παλειιήληεο 1982) 
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Ζ ζπλάξηεζε ηνπ ζρήκαηνο παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην ζηα ζεκεία 0x , 2x  θαη 4x . 

΢ην 2x  παξνπζηάδεη νιηθφ κέγηζην. 

Δπίζεο ζηα ζεκεία 1x , 3x  θαη   παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην. Όκσο δελ έρεη νιηθφ 

ειάρηζην. 

Αθφκε βιέπνπκε φηη ζηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, πνπ παξνπζηάδεη 

αθξφηαην θαη είλαη παξαγσγίζηκε ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα xx . 

Απηφ καο νδεγεί ζην πνιχ ζεκαληηθφ ζεψξεκα ηνπ Fermat: 

Θεώξεκα (Fermat) 

Έζησ κία ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα   θαη 0x  έλα εζσηεξηθφ ζεκείν 

ηνπ  . Αλ ε f  παξνπζηάδεη ηνπηθφ αθξφηαην ζην 0x  θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

ζεκείν απηφ, ηφηε:   00  xf .

Σν αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο δελ ηζρχεη, δειαδή αλ   00  xf  ζε εζσηεξηθφ

ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, ηφηε ε f  δελ παξνπζηάδεη ππνρξεσηηθά ζην 0x

ηνπηθφ αθξφηαην. Σν 0x  φκσο είλαη πηζαλή ζέζε ηνπηθνχ αθξφηαηνπ. 

    

Γεληθά, νη πηζαλέο ζέζεηο ηνπηθψλ αθξνηάησλ κηαο ζπλάξηεζεο f  πνπ είλαη 

νξηζκέλε ζε δηάζηεκα  , είλαη: 

1. Σα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ  , ζηα νπνία ε f   κεδελίδεηαη.

2. Σα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ   ζηα νπνία ε f  δελ παξαγσγίδεηαη.

3. Σα άθξα ηνπ  , αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο.

x0 x0-δ

-δ

x

x0

=d

δ

+δ

f(x )0

x0 x0

M

x0

x0-δx0 +δ

f(x )
0

x0

x0

M

x0x0

-δ

x0

+δ

f(x )0

x0

x0

M

M

f(x)

M

x0

x0

-δ
x0

+δ

f(x )
0

x0

M

x

f(x)

άηιηλο-c

Μ

άηιηλο-o

x0

α β

άηιηλο-i0

x0 x0-δ

-δ

x

x0

=d

δ

+δ

f(x )0

x0 x0

M

x0

x0-δx0 +δ

f(x )
0

x0

x0

M

x0x0

-δ

x0

+δ

f(x )0

x0

x0

M

M

f(x)

M

x0

x0

-δ
x0

+δ

f(x )
0

x0

M

x

f(x)

άηιηλο-c

x0 x0-δ

-δ

x

x0

=d

δ

+δ

f(x )0

x0

x0

M

x0

x0-δx0 +δ

f(x )
0

x0

x0

M

x0x0

-δ

x0

+δ

f(x )0

x0

x0

M

M

f(x)

M

x0

x0

-δ
x0

+δ

f(x )
0

x0

M

x

f(x)

Μ

άηιηλο-o

x0

α β

άηιηλο-i0
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Πίλαθαο κεηαβνιώλ 

x  -1 0 1 

 xf  +      +           0 - - 

 xf  + - - + 

 xf 0           ↺           ↗ ↷       ↘   0 

  10

max

f

 Άιπηεο αζθήζεηο 1.11.1.

1. Να κειεηεζνχλ νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο θαη λα γίλεη ε γξαθηθή ηνπο

παξάζηαζε:

α.  
1

12





x

x
xf β.  

2

32





x

x
xf γ.  

xx
xf




2

1

δ.   xxxf  ε.   xxexf

1


 ζη.  
2x

nx
xf




δ.  
2

3






x

x

e

e
xf ε.   xxf 2ζσν  ζ.  

x

x
nxf






1

1

2

1

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 Δπαλαιεπηηθέο αζθήζεηο 1.13.

1. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο ,f g , έηζη ψζηε :

 Ζ f  ζπλερήο ζην 
0 2x   θαη 

 
2

2 3
lim 3

2x

f x

x





 

     3 2g x x x f x 

α.  Να δείμεηε φηη  
3

2
2

f 

β.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
gC  ζην 

0 2.x   

2. Αλ      xhxgxf   γηα θάζε x  θαη    0 0f x h x   θαη 

     000 xhxgxf  , ηφηε λα δείμεηε φηη:      000 xhxgxf  . 

3. Έζησ gf ,  ζπλαξηήζεηο νξηζκέλεο ζην . Αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην 10 x  θαη 

   xfxxxg  2 , λα δείμεηε φηη αλ ε g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 10 x , ηφηε 

  01 f .

4. Έζησ ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζην κε   00 f . Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε

ζην 00 x  θαη ηζρχεη 
   




 x

xfxf
im
x

2

0
 ,  , λα δείμεηε φηη:    0f .

5. Αλ    













0,0

0,
1

ημ

x

x
x

xg
xf  θαη ε g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 00 x  κε 

    000  gg , λα δείμεηε φηη ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 00 x . 

6. Έζησ κία ζπλάξηεζε f  νξηζκέλε ζην  θαη ζπλερήο ζην ax 0 . Αλ 

 
2

2ημ0






 hh

haf
im
h
  λα ππνινγίζεηε ηελ παξάγσγν ηεο f  ζην ax 0 . 

7. Γηα ηελ άξηηα ζπλάξηεζε :f   ηζρχεη φηη ε fC  δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν 

 6,2A  θαη   52 f .
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Κεθάιαην 2 

Οινθιεξωηηθόο ινγηζκόο 

 Αόξηζην νινθιήξωκα 2.1.

 ΢ηνηρεία ζεωξίαο 2.1.1.

Οξηζκόο 

Έζησ f  κία ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε δηάζηεκα  . Αξρηθή ζπλάξηεζε ή παξάγνπζα 

ηεο f  ζην  , νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F  πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη 

ηζρχεη: 

    ,xfxF   γηα θάζε .x

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε   xxF ημ  είλαη κία αξρηθή ηεο   xxf ζσν , αθνχ

  xx ζσνημ 


 γηα θάζε x .

Παξαηεξήζεηο 

 Αλ κία ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζε δηάζηεκα  , ηφηε ζην δηάζηεκα απηφ

έρεη παξάγνπζα. Σν αληίζηξνθν δελ ηζρχεη.

 Ζ έλλνηα ηεο παξάγνπζαο ζπλάξηεζεο νξίδεηαη κφλν ζε δηάζηεκα.

 Κάζε ζπλάξηεζε δελ έρεη απαξαίηεηα κία αξρηθή.

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε  









0,1

0,1

xx

x
xF  δελ είλαη παξάγνπζα ηεο 

 









0,1

0,0

x

x
xf  γηαηί ε F  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 00 x . 
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φπνπ  x  ην πειίθν θαη  x  ην ππφινηπν ηεο δηαίξεζεο κε βαζκφ κηθξφηεξν απφ

ηνλ βαζκφ ηνπ  xQ .

Σφηε έρνπκε: 
 
 

 
 
 xQ
x

x
xQ

xP 
   θαη ν ππνινγηζκφο ηνπ νινθιεξψκαηνο 

 
 

 
 
 
dx
xQ

x
dxxdx

xQ

xP
  


 , αλάγεηαη ζηελ πξψηε πεξίπησζε. 

Παξαδείγκαηα: 

Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξψκαηα: 

α. dx
xx

x
 



34

2
2

 β.  



43

10
23 xx

x
γ. 

3

2

2 8

3 2

x x
dx

x x



   

Λύζε 

α. 
   3131

2

34

2
2 














x

B

x

A

xx

x

xx

x
, άξα: 

      BAxBAxxBxAx  32132 , ζπλεπψο:

2

5
2

3

23

1














B

A

BA

BA
, νπφηε έρνπκε: 

cxnxndx
xx

I 

























  3

2

5
1

2

3

3
2

5

1
2

3

  

cxnxndx
xx

I 

























  3

2

5
1

2

3

3
2

5

1
2

3

  

β. 
    2223

22121

10

43

10





















xx

B

x

A

xx

x

xx

x

άξα:        121210
2

xxxBxAx

    



BAxABxBAx

xBBxBxBxAAxAxx

24410

224410

2

22
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ζπλεπψο:  

4

1

1

106

13

1024

14

0





































B

A

A

A

AB

BA

AB

BA

 

νπφηε έρνπκε:  
 

c
x

xnxndx
xxx

I 


















  2

4
21

2

4

2

1

1

1
2

 . 

γ.  Δθηεινχκε ηελ δηαίξεζε θαη έρνπκε: 

   1222622382 23  xxxxxx

άξα: 
23

1222
62

23

82
22

3










xx

x
x

xx

xx

Όκσο: 
   2121

1222

23

1222
2 














x

B

x

A

xx

x

xx

x

άξα:    121222  xBxAx

  BAxBAx  21222

32

10

122

22














B

A

BA

BA
 νπφηε: 





















  dx

xx
xdx

xx

xx
I

2

32

1

10
62

23

82
2

3

cxnxnxx  23211062 

Οινθιεξώκαηα αλαγωγηθνύ ηύπνπ 

Σέινο, ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νινθιεξψκαηα φπνπ ζηελ νινθιεξσηέα 

παξάζηαζε εκθαλίδεηαη παξάγνληαο πςσκέλνο ζηελ  . Σφηε ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο 

θαλφλεο νινθιήξσζεο πξνζπαζνχκε λα θαηαιήμνπκε ζε κία ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη 

ην αξρηθφ νινθιήξσκα κε άιιν ηεο ίδηαο κνξθήο θαη κε κηθξφηεξν εθζέηε. Ζ ζρέζε 

απηή νλνκάδεηαη αλαγωγηθόο ηύπνο. 

Παξάδεηγκα: 

Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα   dxnxI 


  ,  . 
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 Άιπηεο αζθήζεηο 2.2.2.

1. Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξψκαηα:

α.  dxxxex 3221 
 β. dxxe x


2

γ.  xdxx 3ημ2 δ.      dxxx 12ζσν53

ε.   nxdxxx  2 ζη. dx
x

n 









2
1

δ.  xdxe xημ2 ε.   xdxe x ζσν23

ζ.   dxnxζσν .

2. Έζησ ζπλάξηεζε f  παξαγσγίζηκε ζην  ,0  κε      xfxexxf  1  γηα θάζε 

  ,0x . Αλ ε fC  δηέξρεηαη απφ ην  2,1M , λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο f .

3. Έζησ ζπλάξηεζε f  παξαγσγίζηκε ζην , γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

    xxfxf  , γηα θάζε x . Να βξεζεί ε  xf , αλ γλσξίδνπκε φηη ε fC

δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν  1,0 .

4. Έζησ ζπλάξηεζε f  παξαγσγίζηκε ζην  ,0  γηα ηελ νπνία ηζρχεη:

  xxe xxf 


 γηα θάζε 0x . Αλ ε fC  δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν 








4

1
,1M  λα 

βξεζεί ν ηχπνο ηεο f . 

5. Να ππνινγίζεηε ηα νινθιεξψκαηα:

α.    dxx 23ζσν β.    dxxxx  121
42 γ. dx

nxx 

1

δ. 21x x dx ε. dx
x

x
 2

4

ζσν

εθ
ζη. dx

x

nx



 

δ. dx
x

e x

  ε. dx
x

x


 ημ1

ζσν
 ζ.    dxee xx 2εθ
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 Οξηζκέλν νινθιήξωκα 2.3.

 ΢ηνηρεία ζεωξίαο 2.3.1.

Η έλλνηα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο 

Έζησ κία ζπλάξηεζε f  ζπλερήο ζην δηάζηεκα  ,a . Υσξίδνπκε ην δηάζηεκα

 ,a  ζε   ηζνκήθε δηαζηήκαηα, κήθνπο 


 a
x


 , φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα.

Αθνινχζσο, επηιέγνπκε ηπραία ζε θάζε έλα απφ απηά ηα δηαζηήκαηα έλα  , δειαδή 

  xx ,1 ,   ,...,3,2,1  θαη ζρεκαηίδνπκε ην άζξνηζκα   xfS 






 
1

. 

Ολνκάδνπκε νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο f  απφ a  σο   ην φξην   




















1

xfim

θαη ην ζπκβνιίδνπκε  f x dx





 . 

Οη αξηζκνί ,a  νλνκάδνληαη φξηα ηνπ νινθιεξψκαηνο. 



218 Κεθάιαην 2 - Οινθιεξσηηθφο Λνγηζκφο 

Γεληθά ζέκαηα 

1. α.Να δείμεηε φηη γηα νπνηνπζδήπνηε κηγαδηθνχο 1z , 2z  ηζρχεη 

2

21

2

2

2

1 zzzz  , αλ θαη κφλν αλ,   0Re 21 zz . 

β. Έζησ ζπλάξηεζε  : ,f a    ζπλερήο ζην  ,a  θαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί

 afiaz  2 ,   2 ifw  , 0, a . Αλ
222
zwzw  , λα δείμεηε φηη 

ε εμίζσζε   0xf , έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην δηάζηεκα  ,a .

(Α’ Γέζκε 1995) 

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε     tt 2 , t , φπνπ ε παξάκεηξνο   είλαη έλαο

πξαγκαηηθφο αξηζκφο. Μία επηρείξεζε έρεη έζνδα  tE  πνπ δίλνληαη ζε

εθαηνκκχξηα δξαρκέο κε ηνλ ηχπν:      tttE  1 , 0t , φπνπ t  ζπκβνιίδεη

ηνλ ρξφλν ζε έηε. Σν θφζηνο ιεηηνπξγίαο ηεο επηρείξεζεο δίλεηαη επίζεο ζε

εθαηνκκχξηα δξαρκέο κε ηνλ ηχπν:    4 ttk  , 0t .

α.  Να βξείηε ηελ ζπλάξηεζε θέξδνπο  tP  γηα 0t , φηαλ γλσξίδνπκε φηη θαηά ην

πξψην έηνο ιεηηνπξγίαο, ε επηρείξεζε παξνπζίαδε δεκηά 12 εθαηνκκχξηα 

δξαρκέο. 

β.  Πνηα ρξνληθή ζηηγκή ζα αξρίζεη ε επηρείξεζε λα παξνπζηάδεη θέξδε; 

γ.  Πνηνο ζα είλαη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο, ζην ηέινο ηνπ 2
νπ

έηνπο; 

δ.  Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηνπ νινθιεξψκαηνο:  
6

0

111

2
I P t dt  .

(Γ’ Γέζκε 1998) 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    axx eexh   4122 , 0x , φπνπ a  θαη 4a . 

α.  Να δείμεηε φηη     00 


hxhim
x
 . 

β.  Να κειεηήζεηε σο πξνο ηα αθξφηαηα ηελ  xh .

γ.  Αλ 1x  ε ξίδα ηεο πξψηεο παξαγψγνπ θαη 2x  ε ξίδα ηεο 2
εο

 παξαγψγνπ ηεο  xh

, λα βξείηε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα 21, xx . 
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