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Πξόινγνο 

Αληηθείκελν ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθψλ είλαη ε κειέηε ζεκάησλ ζρεηηθψλ 

κε ηε δνκή (ηα ζρήκαηα), ηελ πνζφηεηα (ηνπο αξηζκνχο), ην ρψξν, ηε κεηαβνιή, ηηο 

ζρέζεηο φισλ ησλ κεηξήζηκσλ αληηθεηκέλσλ ηεο πξαγκαηηθφηεηαο θαη ηεο θαληαζίαο 

καο. Η κειέηε ηνπ ρψξνπ θαη ηνπ ζρήκαηνο, πνπ μεθίλεζε απφ αζηξνλνκηθέο 

παξαηεξήζεηο (Βαβπιψληνη) ή θαη απφ κεηξήζεηο εκβαδψλ (Αηγχπηηνη), ζεκειηψζεθε 

ήδε λσξίο ζηε γεσκεηξία ηνπ Δπθιείδε. Τν έξγν ηνπ Δπθιείδε ππήξμε ίζσο ν πξψηνο 

κεγάινο ζηαζκφο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ, θαζψο εηζήγαγε ηελ αμησκαηηθή 

κέζνδν.  

Τα πην αξραία καζεκαηηθά θείκελα πνπ είλαη δηαζέζηκα είλαη ηα Βαβπισληαθά 

θαη ηα Αηγππηηαθά Μαζεκαηηθά. Όια απηά ηα θείκελα πεξηιακβάλνπλ ην 

απνθαινχκελν Ππζαγφξεην Θεψξεκα, ηελ πην αξραία θαη δηαδεδνκέλε καζεκαηηθή 

εμέιημε κεηά ηε βαζηθή Αξηζκεηηθή θαη Γεσκεηξία. Ωζηφζν, ε κειέηε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ σο έλα απηνηειέο πεδίν άξρηζε ηνλ 6ν αηψλα π.Φ. κε ηε Σρνιή ησλ 

Ππζαγνξείσλ, πνπ πηζηψλνληαη θαη ηνλ φξν «Μαζεκαηηθά», απφ ηελ αξραία ειιεληθή 

ιέμε «κάζεκα», πνπ ζεκαίλεη «πεδίν κάζεζεο». Οη αξραίνη Έιιελεο Μαζεκαηηθνί 

εηζήγαγαλ ηελ επαγσγηθή ινγηθή θαη ηε καζεκαηηθή αθξίβεηα ζηηο απνδείμεηο. 

Σην βηβιίν ησλ Μαζεκαηηθψλ θαηεχζπλζεο Γ΄ ιπθείνπ ζα παξνπζηάζνπκε ηελ 

χιε πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην πξφγξακκα ζπνπδψλ ηεο Γ’ ηάμεο ηνπ Γεληθνχ Λπθείνπ. 

Τν βηβιίν απηφ απνηειείηαη απφ δχν κέξε (Άιγεβξα θαη Αλάιπζε). Σην πξψην κέξνο 

ηεο Άιγεβξαο γίλεηαη εηζαγσγή ζηνπο Μηγαδηθνχο Αξηζκνχο, νη νπνίνη είλαη 

πξνέθηαζε ησλ Πξαγκαηηθψλ Αξηζκψλ. Σην δεχηεξν κέξνο ηεο Αλάιπζεο 

παξνπζηάδνληαη νη έλλνηεο ηεο παξαγψγνπ θαη ηνπ νινθιεξψκαηνο αληηζηνίρσο θαη 

γίλεηαη ρξήζε ησλ ελλνηψλ απηψλ ζε πνιιέο εθαξκνγέο, ελψ γίλεηαη πξψηε θνξά 

αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ. 

Σην βηβιίν έρνπλ παξνπζηαζηεί κε καζεκαηηθή απζηεξφηεηα νη απαξαίηεηνη 

νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα θαη νη έλλνηεο πνπ απνηεινχλ ηνλ θνξκφ νξηζκέλσλ 

θεθαιαίσλ, αιιά ζπγρξφλσο έρεη δνζεί κεγάιε έκθαζε ζηελ παξνπζίαζε 
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iv Πξφινγνο 

ππνδεηγκαηηθά ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ. Σε θάζε θεθάιαην έρεη γίλεη πξνζπάζεηα, 

ψζηε ν αλαγλψζηεο λα ελεκεξσζεί ζε βάζνο γηα ηε ζεσξία θαη ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ, αιιά θαη λα εθνδηαζηεί κε ηφζα πνιιά ιπκέλα 

παξαδείγκαηα, ψζηε λα απνθηήζεη κηα επρέξεηα γηα ηελ επίιπζε ησλ άιπησλ 

αζθήζεσλ. Σην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ, ππάξρεη πιεζψξα άιπησλ αζθήζεσλ γηα ηελ 

πιεξέζηεξε εμάζθεζε ηνπ καζεηή, θαζψο θαη ελδεηθηηθά πξνηεηλφκελα 

δηαγσλίζκαηα πξνφδνπ. 

Τν βηβιίν απηφ είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπζζσξεπκέλεο εκπεηξίαο πνπ έρεη 

ζπγθεληξψζεη ε πνιπκειήο νκάδα καζεκαηηθψλ ηνπ θξνληηζηεξίνπ κέζεο 

εθπαίδεπζεο «Δ. Γ. Σηνγηάλλε» ιφγσ ηεο πνιπεηνχο δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο. 

Απεπζχλεηαη ζε καζεηέο ηεο Γ’ ιπθείνπ. Δπί πιένλ, ηνλίδνπκε εδψ φηη ην παξφλ 

ζχγγξακκα απνηειεί έλα ρξήζηκν θαη εχρξεζην βνήζεκα αλαθνξάο γηα θαζεγεηέο 

ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο πνπ εξγάδνληαη είηε ζην δεκφζην, είηε ζηνλ ηδησηηθφ 

ηνκέα. Απφ παηδαγσγηθήο απφςεσο, εθηφο ηεο πξνθαλνχο ρξεζηκφηεηαο ηνπ βηβιίνπ 

απηνχ, πηζηεχνπκε φηη δξα θαη αλαδξνκηθά σο εκπέδσζε θάπνησλ ζεσξεηηθψλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ, πνπ ζην παξειζφλ ίζσο θαίλνληαλ άλεπ αληηθεηκέλνπ. 

Οη ζπγγξαθείο 
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Κεθάιαην 1 - Άιγεβξα 

Μηγαδηθνί αξηζκνί 

1.1. Η έλλνηα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ 

1.1.1. Σηνηρεία ζεωξίαο 

Οξηζκόο: Τν ζχλνιν   ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ είλαη έλα ππεξζχλνιν ηνπ ζπλφινπ 

 ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ (δειαδή  ), ζην νπνίν:

 Δπεθηείλνληαη νη πξάμεηο ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ έηζη, ψζηε

λα ηζρχνπλ νη ηδηφηεηέο ηνπο φπσο θαη ζην , κε ην κεδέλ νπδέηεξν ζηνηρείν

ηεο πξφζζεζεο θαη ην 1 νπδέηεξν ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ.

 Οξίδεηαη ε θαληαζηηθή κνλάδα i , έηζη ψζηε: 12 i .

 Κάζε ζηνηρείν ηνπ  γξάθεηαη θαηά κνλαδηθφ ηξφπν κε ηε 

 κνξθή iz   ,  , . 

Ο αξηζκφο iz    νλνκάδεηαη κηγαδηθόο αξηζκφο. 

Τν   νλνκάδεηαη πξαγκαηηθφ κέξνο θαη ζπκβνιίδεηαη  zRe , ελψ ην 

νλνκάδεηαη θαληαζηηθφ κέξνο ηνπ z  θαη ζπκβνιίδεηαη  zIm . 

Όηαλ   0Re z , ηφηε ν κηγαδηθφο παίξλεη ηε κνξθή i , θαη νλνκάδεηαη

θαληαζηηθόο αξηζκφο. 

Τν ζχλνιν ησλ θαληαζηηθψλ αξηζκψλ ζπκβνιίδεηαη I . 

Πξνθαλψο: Ι 

Όηαλ   0Im z ηφηε ν κηγαδηθφο z  είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 



2 Κεθάιαην 1 - Άιγεβξα 

Ιζόηεηα κηγαδηθώλ αξηζκώλ 

Aλ ,   i i       κηγαδηθνί αξηζκνί, ηφηε :   θαηi i            

Δπίζεο: .00   i

Παξαηήξεζε: Σην ζχλνιν  ησλ κηγαδηθψλ αξηζκψλ δελ κεηαθέξεηαη ε δηάηαμε, 

δειαδή δελ ππάξρεη ε έλλνηα ηεο αληζφηεηαο κεηαμχ κηγαδηθψλ αξηζκψλ. 

Γεωκεηξηθή παξάζηαζε κηγαδηθώλ 

Έζησ Oxy  ζχζηεκα αμφλσλ θαη ν κηγαδηθφο iz   . Τν ζεκείν  ,M

νλνκάδεηαη εηθόλα ηνπ z  θαη ην δηάλπζκα OM  δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ z . 

Τφηε ην ζχζηεκα αμφλσλ Oxy  νλνκάδεηαη κηγαδηθό επίπεδν, ν άμνλαο xx

πξαγκαηηθόο άμνλαο θαη ν άμνλαο yy  θαληαζηηθόο άμνλαο. 

άτιτλο-f

C

R

2

1/3

i

-6i

2+3i

- 5

άτιτλο-f

C

R

2

1/3

i

-6i

2+3i

- 5

άτιτλο-j

C

R

0

i

2+3i

-6i

-2

1

3

5

π

z

x

άτιτλο-f

C

R

2

1/3

i

-6i

2+3i

- 5

άτιτλο-f

C

R

2

1/3

i

-6i

2+3i

- 5

C

R

0

i

2+3i

-6i

-2

1

3

5

π

z

x
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1.2.2. Λπκέλεο αζθήζεηο 

10. Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί
i

i

i

i
z









2

23
1 θαη   iiyxz 2

, Ryx , . 

α.  Να γξαθνχλ νη 
1z , 

2z  ζηε κνξθή i  . 

β.  Να βξεζνχλ νη yx,  φηαλ 21
5

1
zz  . 

γ.  Να βξεζνχλ νη yx,  φηαλ 
215 zz  . 

δ.  Να βξεζνχλ νη  φηαλ ν κηγαδηθφο αξηζκφο  είλαη: 

i. πξαγκαηηθφο αξηζκφο.

ii. θαληαζηηθφο αξηζκφο.

Λύζε 

α. 
   

  




























14

144

1

31

22

23

2

23
2

21

ii

ii

i

i

ii

i

i

i

i
z  

i
iiii

i
5

19

5

8

5

198

5

43155

5

43
31 








  

  xiyiyixz 2

β.    i
xy

ixiyizz
555

19

5

8

5

1

5

19

5

8

5

1
21










19

8
198

x

y
xiyi

γ.  







 xiyixiyizz 198

5

19

5

8
55 21

8y  θαη 19x  

δ.       ixyxiyixiyizzu 198198
5

19

5

8
55 21 










i. Αλ  ηφηε: 19019  xx  θαη 

ii. Αλ  ηφηε: 808  yy  θαη 

yx,
215 zzu 

u y

Iu x
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1.2.3. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να βξείηε ηνλ κηγαδηθφ , γηα ηνλ νπνίν ηζρχνπλ:

α.    iiz  432

β.     iiz 4321 

γ.  iz 432   

δ.        iizizii 7113421 

2. Να βξείηε ηνπο  , , ψζηε λα ηζρχεη:      iii  1
22



3. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο , , έηζη ψζηε λα ηζρχεη:

ii

iy

i

x

21

4

22 







4. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x  o αξηζκφο z = (x+i)(2+i)
2
 είλαη:

α) πξαγκαηηθφο   β) θαληαζηηθφο.

5. Να δείμεηε φηη: z
z

z
z

z

















 
1

11

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
  

zz

zz
zf






11
, z ,   0Re z .

Να δείμεηε φηη:   zf
z

f 









1
. 

(Α’ Γέζκε 1993) 

7. Να ιχζεηε ζην  ηηο εμηζψζεηο: 

α. izzzz 4522  β. iizzz 6122 

γ. 092 22  zzzz  δ. (1+i)
2 

z + 5 =  + 4i

z

x y

z
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Μέηξν αζξνίζκαηνο 

Απφ ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα ζην ηξίγσλν 1OMM , έρνπκε: 

         1111 MMOMOMMMOM 

δει.  212121 zzzzzz 

Δπίζεο:     21MMON   δει.  2121 MMzz  . 

Άξα, ην κέηξν ηεο δηαθνξάο δύν κηγαδηθώλ ,  ηζνύηαη κε ηελ απόζηαζε ηωλ 

εηθόλωλ ηνπο. 

1z 2z
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1.5. Δπαλαιεπηηθέο αζθήζεηο 

1. Θεσξνχκε ηνπο κηγαδηθνχο 1

1 3

2 2
z i    θαη 2 11z z  . 

Να δείμεηε φηη : 

α. 2

1 11 0z z  

β. 3

1 1z   

γ. 2

2 1z z    θαη. 
2 1 2

2 1z z   

2. Γίλεηαη ν κηγαδηθφο z x yi  , ,x y  θαη έζησ  
2

,
1

z iz
f z

z





1.z   

α.  Να δείμεηε φηη  1f i =3 3i .

β.  Να δείμεηε φηη ν αξηζκφο   
2004

1f i  είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

γ.  Δζησ Α,Β νη εηθφλεο ησλ κηγαδηθψλ  1f i  θαη  1f i  ζην κηγαδηθφ

επίπεδν. 

Να δείμεηε φηη ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη νξζνγψλην ζην Ο. 

3. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
 

  12

12

1

1











i

i
. 

4. Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ηνπ  γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη:  

      zizzzz ReImIm221 10922  . 

5. Να βξείηε ην γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ εηθφλσλ ηνπ , πνπ επαιεζεχνπλ ηελ 

ηζφηεηα:  124  ziz .

6. Αλ 21, zz θαη BA,  νη εηθφλεο ηνπο, λα δείμεηε φηη: 

α.  OBOAzzzz  22121 . 



z

z
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Σπλαξηήζεηο – Όξηα-Σπλέρεηα 

2.1. Σπλαξηήζεηο 

2.1.1. Σηνηρεία ζεωξίαο 

Έζησ A  έλα ππνζχλνιν ηνπ . Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ ην 

A  κία δηαδηθαζία f , κέζσ ηεο νπνίαο θάζε ζηνηρείν Ax  αληηζηνηρίδεηαη ζε έλαλ κφλν 

πξαγκαηηθφ αξηζκφ y . Τν y  νλνκάδεηαη ηηκή ή εηθφλα ηεο f  ζην x  θαη ζπκβνιίδεηαη  xf .

Γηα λα εθθξάζνπκε, ελ ζπληνκία, ηα παξαπάλσ γξάθνπκε: 

Af :

 .xfx

Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  ζπκβνιίδεηαη  Af , δειαδή.

    ,f A y y f x x A   

Μπνξνχκε λα αληηιεθζνχκε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ A  θαη ηνπ 

ζπλφινπ ηηκψλ  Af  κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ βεινδηαγξάκκαηνο:
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Τψξα κπνξνχκε λα απινπνηήζνπκε ηνλ ηχπν ηεο f , δειαδή: 

 
  

.,
1

1

21

2
fAx

xxx

x
xf 







  

Γηα ηελ g  πξέπεη:     021  xx  δει. 1x  ή 2x .

άξα:      ,21,gA .

Πξνζνρή φκσο:       2121  xxxxxg

Γηα ηελ  xh , πξέπεη: 02 x  πνπ ηζρχεη γηα θάζε 0x , άξα: hA


   .,00, 

Θα ήηαλ φκσο ιάζνο λα γξάςνπκε:   nxnxxh  22  , γηαηί κπνξεί 0x . Τν ζσζηφ ζα 

ήηαλ:   xnxnxh  2
2
 . 

Παξάδεηγκα:  Δμεηάζηε αλ νη παξαθάησ αληηζηνηρίζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο 

Γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 

Έζησ ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνχ A  θαη Oxy  ζχζηεκα αμφλσλ. Τν ζχλνιν ησλ 

ζεκείσλ  yxM ,  γηα ηα νπνία ηζρχεη  xfy   νλνκάδεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  θαη

ζπκβνιίδεηαη fc . 

Α Β

f

α

β

χ y

0

2

5

-1

3

Α Β

f

α

β

χ y

0

2

5

-1

3
γ

Α Β

f

α

β

χ y

0

2

5

-1

3
γ

άτιτλο-q1

άτιτλο-v1

άτιτλο-a2

Α Β

f

α

β

χ y

0

2

5

-1

3

γ

άτιτλο-q1

άτιτλο-a2άτιτλο-v1

άτιτλο-a2
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Παξαηεξήζεηο 

Aλ είλαη γλσζηφ ην δηάγξακκα ηεο g ηφηε ηζρχεη: 

i) Τν δηάγξακκα  ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=g(x)+c , κε

c>0 ( αληηζηνίρσο c<0) 

πξνθχπηεη απφ ηε θαηαθφξπθε κεηαηφπηζε ηνπ 

δηαγξάκ- καηνο ηεο ζπλάξηεζεο g θαηά c κνλάδεο 

πξνο ηα πάλσ( αληηζηνίρσο πξνο ηα θάησ). 

ii) Τν δηάγξακκα  ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=g(x+c), κε

c>0  ( αληηζηνίρσο  c<0) 

πξνθχπηεη απφ ηελ oξηδφληηα κεηαηφπηζε ηνπ 

δηαγξάκκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο g   θαηά c  κνλάδεο 

πξνο ηα αξηζηεξά ( αληηζηνίρσο δεμηά) 



y=g(x)

y=g(x)+c

c

c

0

0

y=g(x)

y=g(x)-c

c

c

0

y=g(x)

y=g(x+c)

0

y=g(x)

y=g(x+c)

c

c

0

y=g(x)

c

c y=g(x-c)
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Σύλζεζε ζπλαξηήζεωλ 

Οξηζκόο: Έζησ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  κε πεδία νξηζκνχ fA , gA  αληηζηνίρσο. Ολνκάδνπκε 

ζχλζεζε ηεο f  κε ηελ g  κία λέα ζπλάξηεζε (αλ νξίδεηαη) κε πεδίν νξηζκνχ. 

  /f gA x A f x A          θαη    ηχπν     xfg .

Η ζχλζεζε ηεο f  κε ηελ g  ζπκβνιίδεηαη gof . 

Παξαηεξήζεηο: 

 Όπσο βιέπνπκε, γηα λα νξίδεηαη ε gof  πξέπεη:   gf A A  . 

 Αλ νξίδνληαη νη gof  θαη fog , γεληθά ηζρχεη:  goffog  .
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2.1.2. Λπκελεο αζθεζεηο 

1. Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε  πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:    1
1

2
1

x
xf

x
f 








 γηα θάζε 

0x  (Σπλαξηεζηαθέο ζρέζεηο). 

Λύζε 

Θέηνπκε φπνπ x  ην 
x

1
: Τφηε :    

Τφηε ε (1) γίλεηαη: 

 
      24

1
2

2

2 


xfxxfxx
x

xf
xfx

    0,
3

2
23

2
2 


 x

x

x
xfxxfx . 

2. Δμεηάζηε αλ νη ζπλαξηήζεηο κε ηχπνπο  
2

42





x

x
xf θαη   2 xxg  είλαη ίζεο. Σηελ

πεξίπησζε πνπ δελ είλαη, λα βξεζεί ην επξχηεξν δπλαηφ ππνζχλνιν ηνπ , ζην νπνίν 

ηζρχεη gf  . 

Λύζε 

       2 0 2 ,2 2,f

g

A x x

A

         



Αθνχ gf AA   ηφηε:  gf  . 

Πεξηνξίδνπκε ηηο gf ,  ζην     ,22,gf AA . 

Τφηε:  
  

 xgx
x

xx

x

x
xf 









 2

2

22

2

42

3. Θεσξνχκε ηηο ζπλαξηήζεηο   xxf   θαη   xxg  1 . Να νξίζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο

gf  , gf   θαη 
g

f
. 

Λύζε 

   0 0,fA x x        1 0 ,1 .gA x x     

f
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Παξαηεξήζεηο 

 Απφ ηνλ νξηζκφ πξνθχπηεη φηη:

   Axxxff  ,1
 θαη     Afyyyff  ,1

 Τν ζχλνιν ηηκψλ ηεο 1f  είλαη ην πεδίν νξηζκνχ A  ηεο f . 

 Αλ ην ζεκείν  yxA ,  αλήθεη ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f , ηφηε ην ζεκείν  xyA ,

αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 1f . Σπλεπψο νη fc , 1f
c  είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο 

ηελ επζεία xy  . Έηζη αλ ε fc  ηέκλεη ηελ xy   ζε ζεκείν M , ηφηε θαη ε 1f
c  ηέκλεη 

ηελ xy   ζην M  θαη αληηζηξφθσο. 

(Κάπνηεο πεξηηηέο θαη γλεζίσο θζίλνπζεο ζπλαξηήζεηο, φπσο ε   3xxf   έρνπλ 

γξαθηθή παξάζηαζε πνπ έρεη θνηλά ζεκεία κε ηελ 1f
c  ζηελ επζεία xy  ). 

 Αλ ε f  είλαη γλεζίσο κνλφηνλε ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο A , ηφηε ε 1f  είλαη γλεζίσο 

κνλφηνλε ζην  Af , δηαηεξψληαο ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο.

β=f(α)
M

M΄

αβ

α=f (β)
-1

C

C
f

f

-1

y=x

O
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x
xx




5

423

 xxx 5423   0433  xx     041 2  xxx

1x  ή 042  xx  (αδχλαηε) 

νπφηε ην κνλαδηθφ θνηλφ ζεκείν ησλ fc , 1f
c  είλαη ην  1,1 .

2.2.3. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να κειεηήζεηε ηε κνλνηνλία ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ θαη λα επηβεβαηψζεηε ηελ

απάληεζή ζαο γξαθηθά:

α.   23  xxf β.  
1

2



x

xf γ.  









0,

0,
2 xx

xx
xf

δ.  









0,32

0,2

xx

xx
xf

2. Να πξνζδηνξίζεηε ηα αθξφηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ:

α.   43  xxf β.    3,1,35  xxxf γ.   29 xxf 

3. Με ηε βνήζεηα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο λα πξνζδηνξίζεηε ηα αθξφηαηα ησλ

ζπλαξηήζεσλ:

α.   312  xxf  β.  









20,

01,2
2

2

xx

xx
xf

4. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε ( ) = 2x x   κε  0 1  . 

α.  Να κειεηήζεηε ηελ κνλνηνλία ηεο  . 

β.  Να ιπζεί ε αλίζσζε : 1 999 2 2000      . 

5. Να ιπζεί ε αλίζσζε  f(2x
2
-x+3) < f(3x+x

2
) ,  φηαλ f(x) = e

x
+x

x
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2.3. Όξην ζπλάξηεζεο ζην 

2.3.1. Σηνηρεία ζεωξίαο 

Έζησ ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνχ A  θαη ζεκείν 
0x  . Όηαλ νη ηηκέο ηεο f

πξνζεγγίδνπλ φζν ζέινπκε έλαλ αξηζκφ  , θαζψο νη ηηκέο ηνπ x  πιεζηάδνπλ ην 0x  φζν 

θνληά ζέινπκε θαη κε νπνηνλδήπνηε ηξφπν, ηφηε ιέκε φηη: 

Τν όξην ηεο f  ζην 0x , είλαη  θαη γξάθνπκε:  
0x x

im f x




 Τν 0x  νλνκάδεηαη ζεκείν ζπζζψξεπζεο θαη κπνξεί λ’ αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο 

f , κπνξεί θαη λα κελ αλήθεη ζ’ απηφ. 

 Γεληθά, γηα λα αλαδεηήζνπκε ην  xfim
xx 0

  πξέπεη ε f  λα νξίδεηαη φζν θνληά 

ζέινπκε ζην 0x , δειαδή ζε ζχλνιν ηεο κνξθήο    ,, 00 xxa  ή  0, xa  ή  ,0x . 

 Τν  xfim
xx 0

 (αλ ππάξρεη) κπνξεί λα είλαη ίζν κε ηελ ηηκή  0xf , κπνξεί θαη φρη. 

Τα παξαπάλσ εξκελεχνληαη γξαθηθά ζηα παξαθάησ ζρήκαηα: 

   00
0

, xfxfimAx
xx

f 



 
0

0 ,f
x x

x A im f x


 

0 x

άτιτλο-m

f(x)

f(x)

x xx0

άτιτλο-m

f(x)

f(x)

x xx0

(x)

f(x )

f(x)

f(x)

x xx0

(x)

f(x )

f(x)

f(x)

x xx0

(x)

f(x )
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2.5.3. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να βξείηε ηα φξηα θαη ηα πιεπξηθά φξηα (αλ ππάξρνπλ) ζηελ παξαθάησ γξαθηθή

παξάζηαζε, ζηα ζεκεία x0= - 4 , -2 , 0 , 1 , 2 , 4 , 6 . 

2. Να βξείηε, εθ’ φζνλ ππάξρνπλ, ηα παξαθάησ φξηα:

α. 
 22 23

54





 x

x
im
x
 β. 

96

123
2

3 



 xx

x
im
x
 γ. 

1

2 3

1x

x+
lim

x -
 

δ. 
3

0

22

x

xx
im
x




 ε. 

31

3 2

1

2

x

x + -
lim

(x - )
ζη. 

1σσν

32

0 



 x

x
im
x


δ. 
9

73
23 



 x

x
im
x
 ε. 

230 2

1

xx

x
im
x 




 ζ. 

x

x
im
x ημ

25

0






η. 
x

x
im
x ημ

25

0




 ηα. 

 
3

0

ημ32

x

xx
im
x




 ηβ. 

 21 1

1




 x

x
im
x


ηγ. 
 22

21

2 



 xx

xx
im
x
 ηδ. 

   11

23
2

2

1 



 xx

xx
im
x
 ηε. 

1

2
lim

1x x x x x   

3. α.Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

1
2

23






xx

xxx
xf . Να βξεζεί ην  xfim

x 2
 . 

β.Να βξεζεί ην 
1

122

1 


 x

xx
im

x


(Παλειιήληεο 1981) 
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2.8.3. Δξωηήζεηο αληηζηνίρηζεο 

1. Να αληηζηνηρίζεηε θαζέλα απφ ηα φξηα ηεο ζηήιεο Α κε ηελ ηηκή ηνπ ηεο ζηήιεο

Β.

Σηήιε  Α Σηήιε  Β 

1. 
x

x
im
x

ημ

0
 α.   

2. 








 x
xim

x

1
ημ

0
 β. 0 

3. nxim
x


0

γ. 1 

4. 
x

x e
im

1


 δ.   

2. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   xexf x 32   ,     22  xnx   θαη  
nx

e
xh

x



2

 . 

Να αληηζηνηρίζεηε ηα φξηα: 

Σηήιε  Α Σηήιε Β 

1.  xfim
x 
 α.   

2.  xim
x


2

 β. 0 

3.  xhim
x 0
 γ. 1 

δ. 2 

ε. 

ζη. e
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3. Σην ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο f . Να αληηζηνηρίζεηε ηα

φξηα ηεο ζηήιεο Α κε ηελ ζσζηή ηηκή ηεο ζηήιεο Β.

Σηήιε  Α Σηήιε  Β 

1.  xfim
x  1
 α. 0 

2. 
 xf

im
x

1

1
 β. 1 

3. 
 xxf

im
x

1


 γ.   

4. 
 
x

xf
im

x 
 δ. 2 

5.   nxxfim
x

 
1

ε.   

6. 
  nxxf

im
x 


1

1

7.   
0x

im f x nx

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2.9. Δπαλαιεπηηθέο αζθήζεηο 

1. Να ππνινγίζεηε ηα φξηα:

α. 
43

3

1 xx

xx
im
x 




 β. 

1

343

1 



 x

xxx
im
x


γ. 
242

32
21 



 xx

x
im
x
 δ. 

   

 

2

1 3 2

3 2 εκ 1

3 3 1 ζπλ
2

x

x x x
im

x
x x x



  

  

ε. 
x

x
im
x

2
0 ημ

σσν23 


 ζη.  

a

x
xaim

ax 2
ευ22 





δ. 
x

xx
im
x

3
0 σσν1

2ημ


 ε. 

1

6331 23

1 



 x

xx
im
x


ζ. 




 











 x

x

im
x 6

6
ημ2

6

 η. 
x

x
x

im
x ημ

1
ημ2

0


2. Αλ
 
 

3
ημ0


 ax

xg
im
x
  θαη      2112

0



xfxxim

x
 , λα βξεζεί ην a  , αλ 

     2

0
27 axgxfim

x



 . 

3. Αλ  
65

242
2 




xx

xxa
xf


, λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ ,a    ψζηε 

  10
3




xfim
x
 . 

4. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε :f   ηζρχεη 
 

3
1

2

1






 x

xf
im
x
 , λα βξείηε ηα φξηα: 

α.  xfim
x 1
 β. 

 
1

2

1 



 x

xxf
im
x
 γ. 

 
1

3
2

2

1 



 x

xxfx
im
x


5. Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη
 

3
ημ22

0


 xx

xf
im
x
  θαη 

  8

111ημ 2

0




 xg

xxx
im
x
 , 

λα βξείηε ην 
 
 xg
xf

im
x 0
 . 
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