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Πξόινγνο 

Ζ Άιγεβξα (πξνέξρεηαη από ηελ Αξαβηθή ιέμε al-jebr πνπ ζεκαίλεη «επαλέλσζε 

ησλ ζπαζκέλσλ κεξώλ») είλαη ν θιάδνο ηεο επηζηήκεο (ζύλζεηνο ηνκέαο 

εηδηθνηήησλ) κε αληηθείκελν ηελ εύξεζε ιύζεσλ ζε ξεαιηζηηθά πξνβιήκαηα ηεο 

θαζεκεξηλόηεηαο. Απνηειεί έλαλ από ηνπο επξύηεξνπο ηνκείο ησλ καζεκαηηθώλ, καδί 

κε ηε ζεσξία αξηζκώλ, ηε γεσκεηξία θαη ηελ αλάιπζε. Πεξηιακβάλεη ηα πάληα από 

ηελ επίιπζε ζηνηρεησδώλ εμηζώζεσλ κέρξη θαη ηε κειέηε αλώηεξσλ αζαθώλ ελλνηώλ 

όπσο νη νκάδεο θαη ηα πεδία. Ζ ζηνηρεηώδεο άιγεβξα καο εθνδηάδεη κε ηα βαζηθά 

εξγαιεία θαη είλαη απαξαίηεηε ηόζν γηα ηελ πεξαηηέξσ κειέηε νπνηνπδήπνηε πεδίνπ 

ησλ Μαζεκαηηθώλ, ηεο Φπζηθήο θαη ηεο Μεραληθήο όζν θαη γηα ηελ αλάπηπμε 

εθαξκνγώλ ζε επηζηήκεο όπσο ε Ηαηξηθή θαη ηα Οηθνλνκηθά. 

Ηζηνξηθά, πνιύ ελδηαθέξνπζα είλαη ε ξαγδαία εμέιημε ηνπ θιάδνπ ηεο Άιγεβξαο, 

από ηα πξώηα ρξόληα ηεο εμέιημεο ηεο αλζξσπόηεηαο κέρξη ζήκεξα. Οη ξίδεο ηεο  

εληνπίδνληαη ζηνπο αξραίνπο Βαβπιώληνπο, νη νπνίνη αλέπηπμαλ έλα ζύλζεην 

αξηζκεηηθό ζύζηεκα πξνθεηκέλνπ λα θάλνπλ πξάμεηο κε έλα αιγνξηζκηθό ηξόπν. Οη 

Βαβπιώληνη αλέπηπμαλ ελαιιαθηηθέο κεζόδνπο επίιπζεο πξνβιεκάησλ ζε ζρέζε κε 

απηέο πνπ ρξεζηκνπνηνύζαλ νη Αηγύπηηνη (ν καζεκαηηθόο πάππξνο ηνπ Ρηλη), νη 

Έιιελεο (Δπθιείδεηα Γεσκεηξία) θαη νη Κηλέδνη καζεκαηηθνί (9 θεθάιαηα ζηε ηέρλε 

ησλ Μαζεκαηηθώλ), νη νπνίνη έδηλαλ θπξίσο γεσκεηξηθέο κεζόδνπο επίιπζεο γηα ηα 

ίδηα πξνβιήκαηα. 

Ζ αξρή ηεο Άιγεβξαο σο μερσξηζηό πεδίν ησλ καζεκαηηθώλ κπνξεί λα 

εληνπηζηεί θαηά ην ηέινο ηνπ 16νπ αηώλα κε ην έξγν ηνπ François Viète. Σν 1637, ν 

René Descartes κε ην έξγν ηνπ «La Géométrie», έζεζε ηελ έλλνηα ηεο αλαιπηηθήο 

Γεσκεηξίαο θαη εηζήγαγε ηνπο ζύγρξνλνπο καζεκαηηθνύο ζπκβνιηζκνύο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζήκεξα ζηελ Άιγεβξα. Ζ ηδέα ηεο νξίδνπζαο αλαπηύρζεθε από ην 

Γηαπσλέδν καζεκαηηθό Kowa Seki ην 17ν αηώλα, ελώ θαη ν Gottfried Leibniz 

πξνρώξεζε αλεμάξηεηα ζε παξόκνηα αλαθάιπςε δέθα ρξόληα κεηά. Ζ έλλνηα ηεο 

κεηάζεζεο, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη επξύηαηα ζηε Θεσξία Πηζαλνηήησλ, κειεηήζεθε 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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από ην Joseph-Louis Lagrange ην 1770. Μέρξη θαη ην 19ν αηώλα, ε Άιγεβξα 

απνηειείην θπξίσο από ηε ζεσξία ησλ εμηζώζεσλ. 

 ΢ην βηβιίν “Άιγεβξα Β’ ιπθείνπ” ζα παξνπζηάζνπκε ζε βάζνο ηελ ύιε πνπ 

πξνβιέπεηαη από ην πξόγξακκα ζπνπδώλ ηεο Β’ ηάμεο ηνπ Γεληθνύ Λπθείνπ. Αξρηθά 

γίλεηαη κία παξνπζίαζε ησλ γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ πνπ είλαη ήδε γλσζηά ζηνλ 

καζεηή από ηα πξνεγνύκελα ρξόληα θαη εηζάγεηαη ε ρξήζε ηεο νξίδνπζαο γηα ηελ 

επίιπζε ηέηνησλ ζπζηεκάησλ. Δπηιύνληαη γξακκηθά ζπζηήκαηα κε ηξείο αγλώζηνπο, 

θαζώο θαη κε γξακκηθά ζπζηήκαηα. ΢ηε ζπλέρεηα εμεηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ (κνλνηνλία, αθξόηαηα, ζπκκεηξίεο, 

νξηδόληηα κεηαηόπηζε, θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε). Παξνπζηάδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο, θαζώο θαη ε δηαδηθαζία επίιπζεο ησλ βαζηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

εμηζώζεσλ. Δπίζεο, γίλεηαη κειέηε ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ αξηζκώλ αζξνίζκαηνο 

ηόμσλ θαη ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ηνπ αζξνίζκαηνο ζε γηλόκελν. Σέινο, 

παξνπζηάδνληαη νη λόκνη εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ κε εθαξκνγή ζηελ επίιπζε 

ηξηγώλσλ θαη ζηε ζύλζεζε δπλάκεσλ. ΢ην επόκελν θεθάιαην ηίζεληαη νη βάζεηο γηα 

κηα πην ζπζηεκαηηθή κειέηε ησλ πνιπσλύκσλ θαη αλαπηύζζνληαη δηάθνξεο κέζνδνη 

επίιπζεο πνιπσλπκηθώλ εμηζώζεσλ θαη αληζώζεσλ. ΢ην ηειεπηαίν θεθάιαην ηνπ 

βηβιίνπ εηζάγνληαη ε εθζεηηθή θαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε. 

΢ην βηβιίν έρνπλ παξνπζηαζηεί κε καζεκαηηθή απζηεξόηεηα νη απαξαίηεηνη 

νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα θαη νη έλλνηεο πνπ απνηεινύλ ηνλ θνξκό νξηζκέλσλ 

θεθαιαίσλ, αιιά ζπγρξόλσο έρεη δνζεί κεγάιε έκθαζε ζηελ παξνπζίαζε 

ππνδεηγκαηηθά ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ. ΢ε θάζε θεθάιαην έρεη γίλεη πξνζπάζεηα, 

ώζηε ν αλαγλώζηεο λα ελεκεξσζεί ζε βάζνο γηα ηε ζεσξία θαη ηηο δηάθνξεο κεζόδνπο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ, αιιά θαη λα εθνδηαζηεί κε ηόζα πνιιά ιπκέλα 

παξαδείγκαηα, ώζηε λα απνθηήζεη κηα επρέξεηα γηα ηελ επίιπζε ησλ άιπησλ 

αζθήζεσλ. ΢ην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ, ππάξρεη πιεζώξα άιπησλ αζθήζεσλ γηα ηελ 

πιεξέζηεξε εμάζθεζε ηνπ καζεηή, θαζώο θαη ελδεηθηηθά πξνηεηλόκελα 

δηαγσλίζκαηα πξνόδνπ.   

Σν βηβιίν απηό είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπζζσξεπκέλεο εκπεηξίαο πνπ έρεη 

ζπγθεληξώζεη ε πνιπκειήο νκάδα καζεκαηηθώλ ηνπ θξνληηζηεξίνπ κέζεο 

εθπαίδεπζεο «Δ. Γ. ΢ηνγηάλλε» ιόγσ ηεο πνιπεηνύο δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Άιγεβξαο γηα ηελ δεύηεξε ηάμε ηνπ ιπθείνπ. Απεπζύλεηαη ζε καζεηέο ηεο Β’ 

ιπθείνπ. Δπί πιένλ, ηνλίδνπκε εδώ όηη ην παξόλ ζύγγξακκα απνηειεί έλα ρξήζηκν θαη 
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εύρξεζην βνήζεκα αλαθνξάο γηα θαζεγεηέο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο πνπ 

εξγάδνληαη είηε ζην δεκόζην, είηε ζηνλ ηδησηηθό ηνκέα. Από παηδαγσγηθήο απόςεσο, 

εθηόο ηεο πξνθαλνύο ρξεζηκόηεηαο ηνπ βηβιίνπ απηνύ, πηζηεύνπκε όηη δξα θαη 

αλαδξνκηθά σο εκπέδσζε θάπνησλ ζεσξεηηθώλ καζεκαηηθώλ γλώζεσλ, πνπ ζην 

παξειζόλ ίζσο θαίλνληαλ άλεπ αληηθεηκέλνπ. 

Ηδηαίηεξε πξνζπάζεηα έρεη γίλεη λα ηνληζηεί ε ζρέζε κεηαμύ ηνπ καζεκαηηθνύ 

θνξκαιηζκνύ θαη ηεο θπζηθήο δηαίζζεζεο, λα θαλεί θαζαξά ζην καζεηή θαη ην 

δάζθαιν ε ζπκπιεξσκαηηθόηεηα κεηαμύ ζεσξίαο θαη εθαξκνγώλ. Οη πξνππάξρνπζεο 

γλώζεηο ησλ καζεηώλ εληάζζνληαη ζε έλα ζεσξεηηθό πιαίζην, κε ζηόρν ηελ επέθηαζε 

θαη εκβάζπλζή ηνπο. Γηεξεπλώληαη πξνβιήκαηα θαη αλαπηύζζνληαη ζηξαηεγηθέο 

επίιπζεο ηνπο κε ζηόρν λα αλαπηπρζνύλ δηάθνξνη ηξόπνη ζθέςεο ώζηε ηα 

Μαζεκαηηθά λα κεηαηξαπνύλ ζε εξγαιείν θαηαλόεζεο θαη εξκελείαο ηνπ θόζκνπ.  

Σν βηβιίν απηό είλαη απηνδύλακν, κε ηελ έλλνηα όηη δε ρξεηάδεηαη αλαθνξά ζε 

άιια βνεζεηηθά βηβιία. Δπίζεο, ηα πξναπαηηνύκελα είλαη ηξία ρξόληα βαζηθώλ 

καζεκαηηθώλ ησλ ηάμεσλ ηνπ γπκλαζίνπ θαζώο θαη ε γλώζε ηεο Άιγεβξαο ηεο 

πξώηεο ηάμεο ηνπ ιπθείνπ. Σα πεξηζζόηεξα θεθάιαηα θαη κέξε θεθαιαίσλ είλαη 

ζρεηηθά αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο θαη αθνινπζνύλ πηζηά ηε δηδαθηέα ύιε ηνπ 

ζρνιηθνύ βηβιίνπ. Απηό, εθηόο από ηελ επειημία πνπ παξέρεη γηα δηάθνξα 

πξνγξάκκαηα δηδαζθαιίαο, έρεη θαη πξνθαλή παηδαγσγηθή ζθνπηκόηεηα. 

Οη ζπγγξαθείο 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Κεθάιαην 1 

Σπζηήκαηα 

1.1. Γξακκηθά Σπζηήκαηα 

1.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Γξακκηθό ζύζηεκα 2x2 

Κάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο x y     κε 0   ή 0   νλνκάδεηαη γξακκηθή 

εμίζσζε κε δύν αγλώζηνπο θαη παξηζηάλεη επζεία. 

Κάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο  0 0,x y  πνπ επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε απνηειεί ιύζε ηεο 

θαη ην ζεκείν Α  0 0,x y  αλήθεη ζηελ επζεία. 

Παξάδεηγκα, ε εμίζσζε 3 2 6x y   θαη ην ζεκείν ηεο Α(2,0). 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
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x

y

Αλ 0  , ηόηε ε επζεία είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x x  θαη έρεη εμίζσζε ηεο 

κνξθήο y  . 
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Παξάδεηγκα: Σν θνηλό ζεκείν ησλ επζεηώλ κε εμηζώζεηο 2 1x y   θαη 

2 2x y   είλαη ην Α(1,0) ή κε άιια ιόγηα ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

2 1

2 2

x y

x y

 


 
 είλαη: 1, 0x y  . 

Πξνθαλώο νη ηηκέο απηέο επαιεζεύνπλ ηηο δύν εμηζώζεηο. 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

x-2y=1

2x+y=2

A(1,0)

II. Οη επζείεο λα είλαη παξάιιειεο. Σόηε ην ζύζηεκα ησλ δύν εμηζώζεσλ είλαη

αδύλαην.

Παξάδεηγκα: Σν ζύζηεκα 
2 3 2

2 3 1

x y

x y

  


 
. 

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

2x-3y=1

2x-3y=-2

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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1.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να ιύζεηε γξαθηθά ηα ζπζηήκαηα:

α)  
2 3

2 4

x y

x y

 


 
β) 

1

2 2 3

x y

x y

 


 
γ) 

2 1

4 2 2

x y

x y

  


  

2. Να ιύζεηε ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα:

α) 
1

4 6

4 5

x y

x y


 


  

β) 

1
8

4

1
6

6

x
y

y
x


 


  



γ) 

1
2 2

2 4
2

5 3

x y

x y x y


 


    



δ) 

3 2
1

2 3

1 1
1

3 5

x y

x y

 
 


    



ε) 

2 8 6 4

3 2 3

3
3 5

4

x y x y x

x
x y

    
 


   


ζη) 

2 3 5
6 2

2 3 2

3 1
4 2

5 2 10

x y
x y

x y y

 
    


    



δ) 

1 2 3
5 1

3 4 3

2 1 2
4 4

3 2 5

x y x
y

x y
y x

 
    


     


ε) 

   
 

5 2 3 1 2
2

3 9

2 3
2

4 2

x y
x y

x y x y
x

 
  


    



ζ) 

   

   

2 2 2 21 2

5 3 3 3
1

2 4

x y x y

y x x y

     

  

  


3. Πνηα ζπζηήκαηα παξηζηάλνπλ ηα παξαθάησ ζρήκαηα;
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1.2. Με γξακκηθά ζπζηήκαηα 

1.2.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ζπζηεκάησλ κπνξεί θάπνηα από ηηο εμηζώζεηο ή θαη όιεο λα 

κελ είλαη γξακκηθέο. 

Παξάδεηγκα 

Να βξεζνύλ ηα θνηλά ζεκεία ηνπ θύθινπ κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα 

ξ = 5  κε ηελ ππεξβνιή κε εμίζσζε 
2

y
x

 . 

Λύζε 

Ο θύθινο κε θέληξν ην ζεκείν Ο(0,0) θαη αθηίλα ξ = 5  έρεη εμίζσζε 
2 2 5x y  , 

άξα γηα λα βξνύκε ηα θνηλά ζεκεία ηνπ θύθινπ θαη ηεο ππεξβνιήο, πξέπεη λα 

ιύζνπκε ην ζύζηεκα 

2 2 5

2

x y

y
x

  






Άξα: 

2

2 2 4 2

2

2 4
5 5 5 4 0x x x x

x x

 
         
 

, 

πνπ είλαη κηα δηηεηξάγσλε εμίζσζε, πνπ ιύλεηαη ζέηνληαο όπνπ 2x  , νπόηε ε 

εμίζσζε γίλεηαη: 2 5 4 0    , ηεο νπνίαο ιύζεηο είλαη ην 1 θαη ην 4. 

΢πλεπώο: 2 1x   ή 2 4x  , νπόηε:  

1x   ή 1x    ή 2x   ή 2x   . 

Άξα ηα θνηλά ζεκεία ηνπ θύθινπ θαη ηεο ππεξβνιήο είλαη: Α(1,2),  Β(-1,-2),  Γ(2,1),   

Γ(-2,-1). 

Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο παξηζηάλνληαη γξαθηθά ζην παξαθάησ ζρήκα: 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

A

B

Γ

Δ

1.2.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να ιπζνύλ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα:

α) 
24 5

2

x y

x y

   


  
β)

2 22 36

8

x xy y

x y

   


 
γ) 

2 2

2 0

7

x y

x xy y

 


  

δ) 
2 2

2 6

5 6 2

x y

x xy y

 


  
ε)

2 2

2 2

3

3 2 6

x y

x y

  


 
ζη)

 

7

6

x y xy

xy x y

   


 

2. Να βξεζνύλ ηα θνηλά ζεκεία ηεο επζείαο κε εμίζσζε 2 1x y   θαη ηεο

παξαβνιήο 
2y x . Να εξκελεύζεηε ην απνηέιεζκα γξαθηθά. 

3. Να βξεζνύλ ηα θνηλά ζεκεία ηνπ θύθινπ κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη

αθηίλα 5 13   θαη ηεο επζείαο κε εμίζσζε 25x y  .

4. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ πνπ έρεη δηαγώλην 20

cm θαη εκβαδόλ 192 cm
2
.
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III. Να αληηζηνηρίζεηε ην ζρήκα ηεο ζηήιεο Α κε ην ζσζηό ζύζηεκα ηεο ζηήιεο Β:

Σηήιε Α Σηήιε Β 

1. 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

2. 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

α. 
3 2

y x

y x




  

β. 

3

3

4

y

y x








γ. 
3 2

y x

y x

 


  

δ. 4

3

y x

y x










Κεθάιαην 2 

Ιδηόηεηεο  ζπλαξηήζεσλ 

2.1. Μνλνηνλία-Αθξόηαηα-Σπκκεηξίεο Σπλάξηεζεο 

2.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Σπλαξηήζεηο (Δπαλάιεςε) 

Οξηζκόο: ΢πλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α  νλνκάδεηαη κηα δηαδηθαζία (θαλόλαο) 

κέζσ ηεο νπνίαο ζε θάζε ζηνηρείν x , αληηζηνηρεί έλαο θαη κόλν πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο y . 

x y

A R

f

Μηα ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζπλήζσο γξάθεηαη ζπκβνιηθά: 

 

:

      

f

x y f x



 

Παξαηήξεζε  

Γηα λα είλαη ζσζηά νξηζκέλε κηα ζπλάξηεζε πξέπεη λα γλσξίδνπκε ηνλ ηύπν ηεο θαη 

ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 
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Παξάδεηγκα 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν   22 1f x x   θαη πεδίν νξηζκνύ  1,0,1   . Να

βξεζεί ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο. 

Απάληεζε 

Βξίζθνπκε ηελ ηνκή ηεο f  γηα θάζε x . 

Γειαδή: 

   
2

1 2 1 1 1f      ,    20 2 0 1 1f       θαη   21 2 1 1 1f     . 

΢πλεπώο ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη     1,1f   

A R

-1

1

0

1

-1

Γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε f  θαη νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αμόλσλ xy . Σν ζύλνιν ησλ 

ζεκείσλ Μ  ,x y  ηνπ επηπέδνπ, γηα ηα νπνία ηζρύεη  f x y  νλνκάδεηαη γξαθηθή

παξάζηαζε ηεο f . 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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x

y

M(x,y)

Παξαηεξήζεηο 

α) Γηα λα βξνύκε ηα θνηλά ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο f  κε ηνλ 

άμνλα x x  (αλ ππάξρνπλ) ιύλνπκε ηελ εμίζσζε   0f x  . Οη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο

είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο κε 

ηνλ άμνλα. 

β) Γηα λα βξνύκε ην θνηλό ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο f  κε ηνλ 

άμνλα y y (αλ ππάξρεη), ζέηνπκε όπνπ 0x  ζηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο θαη ε ηηκή 

πνπ πξνθύπηεη είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο κε ηνλ άμνλα. Πξνθαλώο ην 0 

πξέπεη λα αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο. 

Πξνζνρή: Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο κπνξεί λα ηέκλεη ηνλ άμνλα x x  

ζε πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο, ζεκεία, αιιά ηνλ άμνλα y y  ην πνιύ ζε έλα ζεκείν. 

γ) Γηα λα βξνύκε ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ δύν ζπλαξηήζεσλ 

,f g , ιύλνπκε ηελ εμίζσζε    f x g x . Οη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο (αλ ππάξρνπλ)

είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ. 
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IV. Η ζπλάξηεζε  f (x) = αx
2
+βx+γ

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο   2f x x x      είλαη ην θαη ε γξαθηθή ηεο

παξάζηαζε είλαη παξαβνιή. 

1
ε
 πεξίπησζε:

Όηαλ 0  , ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ,
2





 
  
 

 θαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα ,
2





 
 
 

. Παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην ζεκείν 

,
2 4



 

 
  
 

. 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

x

y

(-β/2α, -Γ/4α)

2
ε
 πεξίπησζε:

Όηαλ 0  , ηόηε ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα ,
2





 
  
 

 θαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ,
2





 
 
 

. 
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Παξνπζηάδεη κέγηζην ζην ζεκείν ,
2 4



 

 
  
 

x

y

(-β/2α, -Γ/4α)

2.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   4 25 1f x x x    .   

Να βξείηε ηηο ηηκέο       0 ,  1 ,  2f f f  θαη
1

2
f
 
 
 

. 

2. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2

4 1,   1

2 ,   1

x x
f x

x x x

 
 

  
. Να βξείηε ηηο ηηκέο    2 , 1f f

θαη 
5

4
f
 
 
 

. 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2

5,   2

,   2

x x
f x

x x x





 
 

 
. 

Αλ  1 3f    θαη  5 10f  , λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ ,  . 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Γεληθά: 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο    t x f x c  ,  0c   πξνθύπηεη από κηα

παξάιιειε κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαηά c  κνλάδεο 

πξνο ηα δεμηά. 

2.2.2. Άιπηεο αζθήζεηηο 

1. Γίλεηαη ε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο f .

x

y

Να ζρεδηάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

α)   3f x  β)  2f x γ)  2 3f x 

δ)   2f x  ε)  1f x ζη)  1 2f x 



Κεθάιαην 3 

Τξηγσλνκεηξία 

3.1. Τξηγσλνκεηξηθνί Αξηζκνί Γσλίαο 

3.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Τξηγσλνκεηξηθόο θύθινο 

Γλσξίδνπκε, ήδε, από ην Γπκλάζην πώο νξίδνληαη νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί νμείαο 

γσλίαο ζε νξζνγώλην ηξίγσλν. 


















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Ζ ρξεζηκόηεηα ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνύ θύθινπ είλαη όηη κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε 

ηνπο ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο νπνηαζδήπνηε ζεηηθήο ή αξλεηηθήο γσλίαο  , πνπ 

έρεη πάληνηε σο αξρηθή πιεπξά ηελ αθηίλα ΟΑ θαη ηειηθή ηελ ΟΜ. 

Δδώ, πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη ε ΟΜ είλαη ε ηειηθή πιεπξά απείξσλ γσληώλ, πνπ 

δηαθέξνπλ θάζε κία από ηελ επόκελε ή ηελ πξνεγνύκελε θαηά 360
0
, είηε θηλνύκαζηε

θαηά ηε ζεηηθή  είηε θαηά ηελ αξλεηηθή θνξά. 

Οη κνλάδεο κέηξεζεο ηνπ γσληώλ ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνύ θύθινπ είλαη: 

α) Οη κνίξεο  θαη 

β) Σα αθηίληα (rad) 

H ζρέζε ησλ κνηξώλ θαη ησλ αθηηλίσλ δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

180

 


 , 

όπνπ    ην κέηξν ηεο γσλίαο ζε κνίξεο θαη    ζε αθηίληα. 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Γηα παξάδεηγκα, κία γσλία 60
0
 , κέζσ ηεο παξαπάλσ ζρέζεο, έρεη κέηξν

3


 ζε 

αθηίληα. 

Τν εκίηνλν ηεο γσλίαο   νξίδεηαη σο ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ θαη 

ην ζπλεκίηνλν ηεο   νξίδεηαη σο ε ηεηκεκέλε ηνπ Μ. 

Παξαηεξήζεηο 

α) Ηζρύεη όηη:   1 1     θαη  1 1    

β)  0360       θαη   0360     ,   

(Ζ παξαπάλσ ζρέζε δειώλεη όηη όιεο νη γσλίεο πνπ έρνπλ ηειηθή πιεπξά ηελ ΟΜ 

έρνπλ ην ίδην εκίηνλν θαη ην ίδην ζπλεκίηνλν Σν   εθθξάδεη ηνλ αξηζκό ησλ 

αθεξαίσλ πεξηζηξνθώλ ηεο γσλίαο  ). 

Γηα λα νξίζνπκε ηελ εθαπηνκέλε θαη ηελ ζπλεθαπηνκέλε ηεο γσλίαο  , θέξνπκε ηηο 

εθαπηόκελεο επζείεο ζηα ζεκεία Α θαη Β ηνπ ηξηγσλνκεηξηθνύ θύθινπ. Ζ 

εθαπηνκέλε επζεία ζην ζεκείν Α νλνκάδεηαη άμνλαο ησλ εθαπηνκέλσλ θαη ε 

εθαπηνκέλε επζεία ζην Β άμνλαο ησλ ζπλεθαπηνκέλσλ. 

Σόηε: 

Δθαπηνκέλε ηεο γσλίαο   νξίδεηαη σο ε αιγεβξηθή ηηκή ηνπ ΑΣ, 

ελώ ε ζπλεθαπηνκέλε ηεο    νξίδεηαη σο ε αιγεβξηθή ηηκή ηνπ ΒΤ. 
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3.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να βξεζνύλ πάλσ ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθό θύθιν ηα ζεκεία πνπ νξίδνληαη από ηελ

ηειηθή πιεπξά ησλ γσληώλ:

α) 
3


   β) 

2 4

 
   

2. Να ππνινγίζεηε ηνπο παξαθάησ ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο:

α) 01440 β) 0750 γ) 03645

δ)
25

3


 ε)  02340  ζη)

49

4




δ)
59

6




 
 
 

ε) 04020

3. Αλ 
3

2


   , λα βξείηε ην πξόζεκν ησλ παξαζηάζεσλ: 

α) 2     β) 
 

 





4. Να βξείηε ην πξόζεκν ησλ παξαζηάζεσλ:

α) 
0

0

1200

780




 β) 

0 0

0

4000 200

5000

 





5. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ησλ παξαζηάζεσλ:

α)  
2 2

3 4 2 5
32

2
2

  
  





  

β) 2 2 2 2 20
6 4 3 2

   
       

γ) 0 0 01350 3 1110 810   
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3.3.2. Μεζνδνινγία αζθήζεσλ 

Δθαξκνγή:  

Να ππνινγίζεηε ηνπο παξαθάησ ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο: 

α)  030  , β) 0120 , γ)
13

3




 
 
 

, δ) 0225 , ε)
5

6




ζη)
7

6


 δ) 

3

4


 ε) 

4




 
 
 

Τπάξρνπλ θαη νη πεξηπηώζεηο ησλ γσληώλ κε δηαθνξά 
2


 ,

2


 
 

 
 

, ησλ γσληώλ κε 

άζξνηζκα 
3

2


 

3
,

2


 
 

 
 

,  κε δηαθνξά 
3

2


 

3
,

2


 
 

 
 

 θαη κε άζξνηζκα 2  

 , 2   .

΄Δλαο κλεκνληθόο θαλόλαο γηα λα ζπκόκαζηε εύθνια όιεο ηηο πεξηπηώζεηο είλαη ν 

εμήο: 

Όηαλ ζηελ παξέλζεζε έρνπκε πξάμε κε ην   ή ην 2 , ηόηε θαλέλαο 

ηξηγσλνκεηξηθόο αξηζκόο δελ αιιάδεη θαηά ηε κεηαηξνπή, ελώ όηαλ έρνπκε πξάμε κε 

ην 
2


 ή ην 

3

2


, ηόηε ην εκίηνλν κεηαηξέπεηαη ζε ζπλεκίηνλν, ην ζπλεκίηνλν ζε 

εκίηνλν, ε εθαπηνκέλε ζε ζπλεθαπηνκέλε θαη ε ζπλεθαπηνκέλε ζε εθαπηνκέλε. 

Σν πξόζεκν βξίζθεηαη κε ηνλ θαλόλα ηνπ Ο Ζ Δ ΢, ζεσξώληαο πάληνηε όηη ε γσλία 

   είλαη νμεία. 

Γηα παξάδεηγκα: 
2


  

 
   

 
, γηαηί ε γσλία 

2


   ζεσξνύκε όηη 

βξίζθεηαη ζην 2
ν
 ηεηαξηεκόξην, όπνπ ηα ζπλεκίηνλα είλαη αξλεηηθά.

Δπίζεο,   2      , γηαηί ε γσλία 2    βξίζθεηαη ζην 4
ν
 ηεηαξηεκόξηo

όπνπ νη εθαπηνκέλεο είλαη αξλεηηθέο. 
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2. Να ζρεδηάζεηε ζην ίδην ζύζηεκα αμόλσλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ

ζπλαξηήζεσλ:

α)  f x x ,  
1

4
g x x ,   4h x x 

β)  f x x ,  
1

2
g x x ,   2h x x 

γ)   f x x ,   3g x x  ,   3h x x

3. ΢ηα ζρήκαηα (1) θαη (2) δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ   f

θαη g αληηζηνίρσο . Nα βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ  f θαη g αλ είλαη γλσζηό όηη έρνπλ

ηε κνξθή  ξεκ(σρ) ή ξζπλ(σρ) κε ξ,σ 0.

        ΢ΥΖΜΑ (1) ΢ΥΖΜΑ (2) 

          y 

4. Να κειεηήζεηε θαη λα ζρεδηάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ:

α)  
4

x
f x  β)  

6
f x x




 
  

 
γ)   2 3 1f x x 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    f x x  , όπνπ  0,   θαη   . 

α) Αλ ε πεξίνδνο ηεο f  είλαη Σ = 2 , λα δείμεηε όηη 1  . 

β) Να βξεζεί ην  , αλ ε κέγηζηε ηηκή ηεο f  είλαη 2. 

x 

5 

-5 

π 
-π 

4π 

x 

y 

-3 

3 
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Πνιπώλπκα-Πνιπσλπκηθέο 

Δμηζώζεηο 

4.1. Πνιπώλπκα 

4.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Βαζηθέο  έλλνηεο 

Οξηζκόο: Κάζε αιγεβξηθή παξάζηαζε ηεο κνξθήο x , κε   θαη   , 

νλνκάδεηαη κνλώλπκν ηνπ x ληνζηνύ βαζκνύ. 

Ο αξηζκόο   νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο ηνπ κνλσλύκνπ θαη ην x  θύξην κέξνο ηνπ. 

Οξηζκόο: Κάζε αιγεβξηθή παξάζηαζε ηεο κνξθήο: 

  1

1 1 0...P x x x x 

    

    

όπνπ 1 1 0, ,..., ,        θαη    ,  νλνκάδεηαη πνιπώλπκν ηνπ x ληνζηνύ 

βαζκνύ. 

Σα κνλώλπκα  1

1 1 0, ,..., ,x x x 

    


 νλνκάδνληαη όξνη  ηνπ πνιπσλύκνπ θαη νη 

αξηζκνί 1 1 0, ,..., ,       νλνκάδνληαη ζπληειεζηέο. 

Δηδηθά, ν όξνο 0   νλνκάδεηαη ζηαζεξόο όξνο ηνπ πνιπσλύκνπ. 

Κάζε ζηαζεξόο αξηζκόο ζεσξείηαη πνιπώλπκν θαη νλνκάδεηαη ζηαζεξό πνιπώλπκν. 

Σα ζηαζεξά πνιπώλπκα είλαη κεδεληθνύ βαζκνύ. 

Όηαλ 1 1 0... 0         , ηόηε ην πνιπώλπκν νλνκάδεηαη κεδεληθό. 

Σν κεδεληθό πνιπώλπκν δελ έρεη βαζκό. 
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Οξηζκόο: Γύν πνιπώλπκα νλνκάδνληαη ίζα, όηαλ είλαη ηνπ ίδηνπ βαζκνύ θαη νη 

ζπληειεζηέο ησλ αληηζηνίρσλ όξσλ είλαη ίζνη. 

Οξηζκόο: Έζησ πνιπώλπκν   1

1 1 0...P x x x x 

    

      θαη αξηζκόο 

. Αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ  P x  γηα x  , νλνκάδεηαη ν αξηζκόο:

  1

1 1 0...P  

        

    

Δηδηθά, όηαλ   0P   , ηόηε ην   νλνκάδεηαη ξίδα ηνπ πνιπσλύκνπ.

4.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να βξείηε ηα , ,    ,  ώζηε ηα πνιπώλπκα     31 3P x x x       θαη 

    1Q x x       λα είλαη ίζα.

2. Να βξείηε ηα , ,    , ώζηε  ηα πνιπώλπκα    2 1 1P x x x      θαη

       3 22 1Q x x x x              λα είλαη ίζα.

3. Να βξεζεί πνιπώλπκν  P x  2
νπ

 βαζκνύ, ηέηνην ώζηε:    1P x P x x    γηα

θάζε x  θαη  0 0.P 

4. Να πξνζδηνξηζηνύλ ηα , ,    , ώζηε ην πνιπώλπκν:

     22 1 3 1 2P x x x            λα είλαη ην κεδεληθό πνιπώλπκν.

5. Έζησ ην πνιπώλπκν      2 3 31 1P x x x         . Να βξείηε γηα πνηεο 

ηηκέο ηνπ  , ην  P x  είλαη:
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4.4. Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε Πνιπσλπκηθέο 

4.4.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

΢’ απηή ηε θαηεγνξία αλήθνπλ εμηζώζεηο, νη νπνίεο κε ηηο απαξαίηεηεο  πξάμεηο ή 

ηνπο θαηάιιεινπο κεηαζρεκαηηζκνύο κεηαηξέπνληαη ζε πνιπσλπκηθέο. 

Μηα ηέηνηα πεξίπησζε είλαη νη άξξεηεο εμηζώζεηο, δειαδή εμηζώζεηο κε ξηδηθά. 

Παξάδεηγκα: Να ιπζεί ε εμίζσζε  2 8 1 5x x    . 

Καη’ αξρήλ πξέπεη λα ζέζνπκε ηνπο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνύο: 

2 8 0x   θαη 5 0x   

Γειαδή 4x    θαη 5x    

΢πλαιεζεύνπκε  θαη έρνπκε:   4x        (1) 

Αθνινύζσο, πςώλνπκε ζην ηεηξάγσλν:  

   
2 2

2 8 1 5x x    

2 8 1 2 5 5x x x       2 2 5x x  

΢’ απηό ην ζεκείν θαη πξηλ ζπλερίζνπκε, νθείινπκε λα πξνζέμνπκε όηη πξέπεη λα 

ηζρύεη 2 0x  , δει.  2x     (2)   (γηαηί θάζε ξίδα είλαη κε αξλεηηθόο αξηζκόο). 

΢πλαιεζεύνπκε ηνπο πεξηνξηζκνύο (1) θαη (2) θαη έρνπκε: 2x   . 

Σώξα, πςώλνπκε πάιη ζην ηεηξάγσλν: 

   
22

2 2 5x x   

 2 24 4 4 5 16x x x x     

4x    (δεθηή)  ή   4x     (απνξξίπηεηαη) 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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4.4.2. Άιπηεο αθήζεηο 

1. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:

α) 
2

2

2 1 3 6

3 2 5 6

x x x

x x x x

 
 

   
β)   2 21 2 12x x x x    

γ)    
2

2 23 1 10 3 3 51 0x x x x       δ)    1 2 3 80x x x x   

ε)  
3

2 22 3 6 2x x x x    ζη) 4 3 22 3 10 3 2 0x x x x      

δ) 4 3 22 3 19 6 8 0x x x x      ε) 
3 2 22 2 3 0x x x x      

2. Οκνίσο:

α) 2 2 3x x    β)  1 3 1x x  

γ) 7 3 3 11x x    δ) 
2 2 2x x x   

 ε) 2x32x9   ζη) 1019x1x   

δ) 2 2 3 42x x x     ε) 1 2 2 5x x x    

ζ)  5 2 10 6x x x     η) 4 20 2 1x x x      

ηα) 2

2

2
3 1

3 2
x x

x x
  

 
ηβ) 

2

2

3 5 9

3 3

x x x x

x x x x

  
 

 

ηγ) 3 3
2 3 1

2
1 2 3

x x

x x

 
 

 
 ηδ) 

2 2 24 1 1 2 2x x x    

3. Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο:

α)    2 23 2 5 4 0x x x x     β)   2 22 1 4 0x x x x     

 γ) 
2 6 5

0
2

x x

x

 



 δ)

  2

2

1 3 2
0

4

x x x

x

  



 

 ε) 
2

2

10 21
0

5 4

x x

x x

 


 
ζη)

 
  

2

2

5 6
0

1 6

x x x

x x x

 


   
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Δθζεηηθή θαη Λνγαξηζκηθή 

Σπλάξηεζε 

5.1. Δθζεηηθή ζπλάξηεζε 

5.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Οξηζκόο: Δθζεηηθή ζπλάξηεζε κε βάζε 0   θαη 1   νλνκάδεηαη θάζε 

ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο   xf x  , x .

Παξαηεξήζεηο: 

 Αλ ην x  αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ ξεηώλ αξηζκώλ , δειαδή είλαη ηεο κνξθήο 



, 

όπνπ   θαη   , ηόηε: 

Αλ 1  , ηόηε ε ζπλάξηεζε γίλεηαη   1f x  , γηα θάζε x  δειαδή είλαη

ζηαζεξή ζπλάξηεζε. 

Μειέηε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο 

1
ε
  πεξίπησζε:  Αλ  1 

 Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην . 

Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην  0, , γηαηί 0x   γηα θάζε x

θαη 0  . 
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5.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3 2

3

x

f x




 
  

 
. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ  , ώζηε: 

α) Να νξίδεηαη ε f . 

β) Να είλαη ε f  γλεζίσο θζίλνπζα. 

2. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ:

α)  
1

1

x

f x
x

 
  
 

β)  
1

x

g x x
x

 
  
 

3. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:

α) 23 5 225
x

x    β) 
2 2 2 10,5 2 64x x  

γ) 3 2 12 2 2 48x x x      δ) 12 9 3 135 0x x     

ε) 2 1 15 3 5 80 0x x      ζη) 
3 2

3 2 5
2 3

x x

   
    

   

δ) 1

2

3
5 2

5

x

x




  ε) 1 2 4 37 3 5 3 5x x x x      

ζ) 2 3 32 5 3 2 12 5 2x x x x        η) 2 4 3 9 5 6x x x    

4. Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο:

α) 

3 2 4
2 2

3 3

x x 

   
   

   
β) 

2 2 1
2

8

x x  

γ) 2 13 3 28 3x x   δ)    
2

12 1 2 2 2 5x x     

ε) 

2

2 1
4 4 0

2

x

x

 

  
   

 
 ε) 

1x xe e e
e

   
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5.3. Λνγαξηζκηθή ζπλάξηεζε 

5.3.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Παξαηήξεζε 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο     logf x x θαη    xg x  . Παξαηεξνύκε όηη, αλ ην 

ζεκείν   ,M      αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , ηόηε ηζρύεη  log   , 

δειαδή   . Απηό ζεκαίλεη όηη ην ζεκείν   ,M     αλήθεη ζηε γξαθηθή

παξάζηαζε ηεο  g . Γλσξίδνπκε, όκσο όηη ηα ζεκεία   ,M    θαη   ,M    είλαη

ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ δηρνηόκν y x   ηνπ 1
νπ

 θαη 3
νπ

  ηεηαξηεκνξίνπ  ηνπ

ζπζηήκαηνο  ησλ  αμόλσλ. ΢πκπεξαίλνπκε, ινηπόλ, όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο κηαο 

εθζεηηθήο θαη κηαο ινγαξηζκηθήο  ζπλάξηεζεο  κε  ηελ  ίδηα  βάζε είλαη ζπκκεηξηθέο  

σο  πξνο  ηελ  επζεία  y x .  

Γεληθόηεξα,  δύν ζπλαξηήζεηο  ,f g  πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα, όηαλ έλα ζεκείν 

 ,M    αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  ηόηε θαη ην  ,M    λα αλήθεη ζηε

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g , είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ y x . 

x

y

Cg

Cf

y=x

M(κ,λ)

Μ΄(λ,κ)

Οξηζκόο: Λνγαξηζκηθή ζπλάξηεζε κε βάζε  θαη , νλνκάδεηαη θάζε 

ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο , όπνπ . 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Μειέηε ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο 

1
ε
 πεξίπησζε: Αλ 1  , ηόηε

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην  0, .

 Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην . 

 Ζ ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αύμνπζα, δειαδή αλ 
1 2x x , ηόηε 1 2log logx x  , κε 

 1 2, 0,x x   . 

 Ο άμνλαο y y  είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο είλαη: 

x

y

y=x

y=logax

y=ax

(0,1)

(1,0)

2
ε
 πεξίπησζε: Αλ 0 1  , ηόηε:

Σν πεδίν νξηζκνύ είλαη ην  0, .

 Σν ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην . 

 Ζ ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα, δειαδή αλ 1 2x x , ηόηε 1 2log logx x  , 

κε  1 2, 0,x x   .

 Ο άμνλαο y y  είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο. 
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Πξόνδνη 

6.1. Αθνινπζίεο 

6.1.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Οξηζκόο: Αθνινπζία νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ηνπο ζεηηθνύο 

αθεξαίνπο, δειαδή ην . 

Μία αθνινπζία ζπκβνιίδεηαη, ζπλήζσο, κε ην ζπκβνιηζκό , πνπ νλνκάδεηαη 

γεληθόο όξνο ηεο αθνινπζίαο. 

Θέηνληαο, ζηνλ ηύπν , όπνπ  ηηο ηηκέο 1, 2, 3, …  ηόηε πξνθύπηνπλ, αληηζηνίρσο 

νη όξνη   ηεο αθνινπζίαο. 

Παξάδεηγκα: Γίλεηαη ε αθνινπζία κε γεληθό όξν . Να βξεζνύλ νη ηξείο 

πξώηνη όξνη ηεο αθνινπζίαο. 

Γηα :  

Γηα : 

Γηα : 





 

1 2 3, , ,....  

 
2

1








1 
 

1

1 2

1
1

1



  

2 
 

2

2 2

1 1

2 4



 

3 
 

3

3 2

1 1

3 9



  



158 Κεθάιαην 6 

Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξσλ αξηζκεηηθήο πξνόδνπ 

6.2.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ε αξηζκεηηθή πξόνδνο  7, 15, 23, …. Να βξεζεί ν γεληθόο όξνο ηεο

πξνόδνπ.

2. ΢ε κηα αξηζκεηηθή πξόνδν είλαη: 8 49   θαη . 

α) Να βξείηε ηνλ γεληθό όξν ηεο θαη ηνλ . 

β) Πνηνο όξνο ηεο ηζνύηαη κε 141; 

3. ΢ε κηα αξηζκεηηθή πξόνδν ηζρύνπλ:  θαη . Να βξεζεί ν πξώηνο 

όξνο θαη ε δηαθνξά ηεο πξνόδνπ. 

4. Να βξεζεί ε αξηζκεηηθή πξόνδνο , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  θαη 

.

5. Αλ νη αξηζκνί  είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, λα δεηρζεί όηη 

θαη νη αξηζκνί  είλαη επίζεο δηαδνρηθνί όξνη 

αξηζκεηηθήο πξνόδνπ.

6. Αλ νη ζεηηθνί αξηζκνί  είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, λα 

δείμεηε όηη θαη νη αξηζκνί  είλαη επίζεο δηαδνρηθνί 

όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

23 109 

19

5 8 18   6

3

4





 2 4 6 3     

3 5 7 0    

, ,  

2 2 2, ,       

, ,  

1 1 1
, ,

       
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6.3. Γεσκεηξηθή  πξόνδνο 

6.3.1. Σηνηρεία ζεσξίαο 

Οξηζκόο: Γεσκεηξηθή πξόνδνο νλνκάδεηαη κία αθνινπζία  , όηαλ ππάξρεη 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο 0  , έηζη ώζηε λα ηζρύεη: 

Ο αξηζκόο   νλνκάδεηαη ιόγνο ηεο πξνόδνπ. 

Γεληθόο όξνο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 

Παξάδεηγκα: Ζ αθνινπζία  1, 2, 4, 8, 16,….  είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο κε πξώην όξν 

1 1   θαη ιόγν 2  . 

Ο γεληθόο όξνο ηεο πξνόδνπ είλαη 1 1 1

1 1 2 2  

          . 

Γεσκεηξηθόο κέζνο 

Σξεηο αξηζκνί , ,    είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, αλ θαη κόλν αλ, 

ηζρύεη :

Ο αξηζκόο      νλνκάδεηαη γεσκεηξηθόο κέζνο ησλ ,  . 

Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξσλ γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 

Αλ  1  ,  ηόηε  1S 
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