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Πξόινγνο 

Ζ Γεσκεηξία, είλαη ν θιάδνο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ αζρνιείηαη κε ηε κειέηε 

ρσξηθψλ ζρέζεσλ, δειαδή ηε ζχλζεζε ηνπ ρψξνπ ζηνλ νπνίν δνχκε. Οη άλζξσπνη 

ραξαθηεξίδνπλ ηνλ ρψξν κέζα απφ ζπγθεθξηκέλεο ζεκειηαθέο ηδηφηεηεο, ηα αμηψκαηα. 

Σα αμηψκαηα δε κπνξνχλ λα απνδεηρηνχλ, αιιά κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζε 

ζπλδπαζκφ κε καζεκαηηθνχο νξηζκνχο γηα ηα ζεκεία, ηηο επζείεο, ηηο θακπχιεο, ηηο 

επηθάλεηεο θαη ηα ζηεξεά γηα ηελ εμαγσγή ινγηθψλ ζπκπεξαζκάησλ. 

Λφγσ ησλ άκεζσλ πξαθηηθψλ ηεο εθαξκνγψλ ζε πξνβιήκαηα ηεο 

θαζεκεξηλφηεηαο, ε Γεσκεηξία ήηαλ ηζηνξηθά αλάκεζα ζηνπο πξψηνπο θιάδνπο ησλ 

καζεκαηηθψλ πνπ αλαπηχρζεθαλ. Σε Γεσκεηξία αλέπηπμαλ εκπεηξηθά νη Βαβπιψληνη 

θαη νη Αηγχπηηνη. Μεηά ηηο πιεκκχξεο ηνπ Νείινπ, νη Αηγχπηηνη ρξεζηκνπνηνχζαλ 

εκπεηξηθή γεσκεηξία, γηα λα ππνινγίζνπλ ηα φξηα ησλ ρσξαθηψλ ηνπο. Οη 

Βαβπιψληνη αλέπηπμαλ ηηο αξρέο ηεο ηξηγσλνκεηξίαο δηαηξψληαο ηνλ θχθιν θαη ηηο 

γσλίεο ζε 360 κνίξεο θαη ππνινγίδνληαο ηνλ αξηζκφ π. 

Με ηε Γεσκεηξία ήξζαλ ζε επαθή θαη νη Έιιελεο θπξίσο κε ην Θαιή ην 

Μηιήζην, ν νπνίνο είλαη θαη ν πξψηνο πνπ εηζάγεη ηελ έλλνηα ηεο απφδεημεο σο κέζνλ 

επαιήζεπζεο κηαο γεσκεηξηθήο πξφηαζεο. Ο Ππζαγφξαο έζεζε ηελ γεσκεηξία ζε 

πιήξσο ζεσξεηηθφ θαη θηινζνθηθφ επίπεδν, αιιά νινθιήξσζε θαη ηελ έλλνηα θαη ηελ 

πξαθηηθή ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο. Με ηνπο Έιιελεο, ε Γεσκεηξία παίξλεη 

πξψηε θνξά ηελ έλλνηα ηεο θαζαξήο γλψζεο θαη επηζηήκεο, κία δηαδηθαζία πνπ  

νινθιεξψζεθε κε ηνλ Δπθιείδε. Οη Έιιελεο γεσκέηξεο πξνζέγγηδαλ ηελ γεσκεηξία 

ζαλ επηζηήκε θαζαξήο γλψζεο θαη έπξεπε λα βξίζθνπλ απνδείμεηο εθαξκνδφκελεο κε 

ηνλ θαλφλα θαη ηνλ δηαβήηε, ζχκθσλα κε ηηο επηηαγέο πνπ θαζνξίζηεθαλ απφ ηνλ 

Δπθιείδε πεξίπνπ ην 300 π.Χ. κε ην έξγν ηνπ "΢ηνηρεία", πνπ απνηειείηαη απφ 13 

ηφκνπο. Γεκηνπξγείηαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν ε απνδεηθηηθή ζεσξεηηθή γεσκεηξία, ζε 

αληίζεζε κε ηελ εκπεηξηθή γεσκεηξία πνπ επηθξαηνχζε. Ζ γεσκεηξία, ινηπφλ, είλαη ν 

πξψηνο θιάδνο ησλ καζεκαηηθψλ πνπ ηνπνζεηήζεθε ζε αμησκαηηθή βάζε απφ ηνλ 

Δπθιείδε ζηα "΢ηνηρεία".  

΢ην βηβιίν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο Β΄ ιπθείνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζε βάζνο 

ηελ χιε πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην πξφγξακκα ζπνπδψλ ηεο Β’ ηάμεο ηνπ Γεληθνχ 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Λπθείνπ. ΢ην πξψην θεθάιαην αλαιχεηαη δηεμνδηθά ε νκνηφηεηα ηξηγψλσλ 

(αλαινγίεο, ζεψξεκα Θαιή, ζεψξεκα δηρνηφκσλ θαη θξηηήξηα νκνηφηεηαο ηξηγψλσλ). 

Σν δεχηεξν θεθάιαην αζρνιείηαη κε ηηο κεηξηθέο ζρέζεηο ζην ηξίγσλν θαη ζηνλ θχθιν 

ελψ ζην ηξίην παξνπζηάδνληαη ηα Δκβαδά βαζηθψλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ θαη νη 

εθαξκνγέο ηνπο. Σέινο, ζην ηέηαξην θεθάιαην αλαιχνληαη ηα θαλνληθά πνιχγσλα θαη 

ε κέηξεζε ηνπ θχθινπ.   

΢ην βηβιίν έρνπλ παξνπζηαζηεί κε καζεκαηηθή απζηεξφηεηα νη απαξαίηεηνη 

νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα θαη νη έλλνηεο πνπ απνηεινχλ ηνλ θνξκφ νξηζκέλσλ 

θεθαιαίσλ, αιιά ζπγρξφλσο έρεη δνζεί κεγάιε έκθαζε ζηελ παξνπζίαζε 

ππνδεηγκαηηθά ιπκέλσλ παξαδεηγκάησλ. ΢ε θάζε θεθάιαην έρεη γίλεη πξνζπάζεηα, 

ψζηε ν αλαγλψζηεο λα ελεκεξσζεί ζε βάζνο γηα ηε ζεσξία θαη ηηο δηάθνξεο κεζφδνπο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ, αιιά θαη λα εθνδηαζηεί κε ηφζα πνιιά ιπκέλα 

παξαδείγκαηα, ψζηε λα απνθηήζεη κηα επρέξεηα γηα ηελ επίιπζε ησλ άιπησλ 

αζθήζεσλ. ΢ην ηέινο θάζε θεθαιαίνπ, ππάξρεη πιεζψξα άιπησλ αζθήζεσλ γηα ηελ 

πιεξέζηεξε εμάζθεζε ηνπ καζεηή, θαζψο θαη ελδεηθηηθά πξνηεηλφκελα 

δηαγσλίζκαηα πξνφδνπ.   

Σν βηβιίν απηφ είλαη απνηέιεζκα ηεο ζπζζσξεπκέλεο εκπεηξίαο πνπ έρεη 

ζπγθεληξψζεη ε πνιπκειήο νκάδα καζεκαηηθψλ ηνπ θξνληηζηεξίνπ κέζεο 

εθπαίδεπζεο «Δ. Γ. ΢ηνγηάλλε» ιφγσ ηεο πνιπεηνχο δηδαζθαιίαο ηνπ καζήκαηνο. 

Απεπζχλεηαη ζε καζεηέο ηεο Β’ ιπθείνπ. Δπί πιένλ, ηνλίδνπκε εδψ φηη ην παξφλ 

ζχγγξακκα απνηειεί έλα ρξήζηκν θαη εχρξεζην βνήζεκα αλαθνξάο γηα θαζεγεηέο 

ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο πνπ εξγάδνληαη είηε ζην δεκφζην, είηε ζηνλ ηδησηηθφ 

ηνκέα. Απφ παηδαγσγηθήο απφςεσο, εθηφο ηεο πξνθαλνχο ρξεζηκφηεηαο ηνπ βηβιίνπ 

απηνχ, πηζηεχνπκε φηη δξα θαη αλαδξνκηθά σο εκπέδσζε θάπνησλ ζεσξεηηθψλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ, πνπ ζην παξειζφλ ίζσο θαίλνληαλ άλεπ αληηθεηκέλνπ. 

Οη πξνυπάξρνπζεο γλψζεηο ησλ καζεηψλ εληάζζνληαη ζε έλα ζεσξεηηθφ πιαίζην, 

κε ζηφρν ηελ επέθηαζε θαη εκβάζπλζή ηνπο. Γηεξεπλψληαη πξνβιήκαηα θαη 

αλαπηχζζνληαη ζηξαηεγηθέο επίιπζεο ηνπο κε ζηφρν λα αλαπηπρζνχλ δηάθνξνη ηξφπνη 

ζθέςεο ψζηε ηα Μαζεκαηηθά λα κεηαηξαπνχλ ζε εξγαιείν θαηαλφεζεο θαη εξκελείαο 

ηνπ θφζκνπ.  

Ο ζπγγξαθεέαο 
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Κεθάιαην 1 

Οκνηόηεηα ηξηγώλωλ 

1.1. Αλαινγίεο 

1.1.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Οξηζκόο: Αλαινγία νλνκάδεηαη ε ηζφηεηα δχν ιφγσλ (θιαζκάησλ), δει. 

 

 


Ιδηόηεηεο αλαινγηώλ 

 Όηαλ, γηα ηξεηο αξηζκνχο , ,    ηζρχεη 
 

 
 , δει. 2  , ηφηε ν αξηζκφο   

νλνκάδεηαη κέζνο αλάινγνο ησλ ,  . 
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Δθαξκνγή: Να ππνινγίζεηε ηα  x,y ζηα παξαθάησ ζρήκαηα: 

1.3. Θεωξήκαηα δηρνηόκωλ 

1.3.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Ζ εζσηεξηθή δηρνηφκνο γσλίαο ηξηγψλνπ ρσξίδεη ηελ απέλαληη πιεπξά ζε ιφγν ίζν κε 

ηνλ ιφγν ησλ πξνζθείκελσλ πιεπξψλ. 

Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηελ εμσηεξηθή δηρνηφκν. 

 θαη 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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Δξωηήζεηο ζπκπιήξωζεο 

1. ΢ε νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( 090  ) θέξνπκε ην χςνο ΑΓ. Να ζπκπιεξψζεηε

ηηο ηζφηεηεο:

α) 
...

 



β) 

...


 
γ) 

...

 



2. Απφ ην ζεκείν ηνκήο Ο ησλ δηαγσλίσλ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ θέξνπκε ηελ παξάιιειε

ΔΕ ζηηο βάζεηο ηνπ, πνπ έρνπλ κήθε 4 cm θαη 6 cm, αληίζηνηρα. Aλ ΑO = 3cm, λα

ζπκπιεξψζεηε ηηο παξαθάησ ηζφηεηεο:

α) 
...

... ...

 
 


β) ...

...

 
 

 
 γ) 

...

...





δ) ΔΟ = … cm  ε) 
...

6 ...

 
 


ζη) ΟΕ = … cm 

δ) ΔΕ = ΔΟ + … = … cm 

Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Να δείμεηε, ζε θάζε έλα απφ ηα παξαθάησ ζρήκαηα, φηη ηα ηξίγσλα πνπ δίλνληαη

είλαη φκνηα, λα γξάςεηε ηνπο ίζνπο ιφγνπο ησλ πιεπξψλ θαη λα ππνινγίζηε ην x

ζε θάζε πεξίπησζε:



Κεθάιαην 2 

Μεηξηθέο  ζρέζεηο 

2.1. Μεηξηθεο ζρέζεηο ζην νξζνγώλην ηξίγωλν 

2.1.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Θεψξεκα 1
ν

΢ε θάζε νξζνγψλην ηξίγσλν ην ηεηξάγσλν κηαο θάζεηεο πιεπξάο ηζνχηαη κε ην γηλφκελν 

ηεο ππνηείλνπζαο επί ηελ πξνβνιή ηεο πιεπξάο απηήο ζηελ ππνηείλνπζα. 
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Πόξηζκα: ΢ε θάζε νξζνγψλην ηξίγσλν ν ιφγνο ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ θαζέησλ 

πιεπξψλ ηζνχηαη κε ηνλ ιφγν ησλ πξνβνιψλ ησλ αληηζηνίρσλ πιεπξψλ ζηελ 

ππνηείλνπζα, δει. 

Θεψξεκα  2
ν
  (Ππζαγόξεην)

Θεώξεκα  3
ν 
(Αληίζηξνθν Ππζαγνξείνπ Θεωξήκαηνο)

Θεώξεκα  4
ν

Σν ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ δχν θαζέησλ πιεπξψλ ηνπ, δει, 

΢ε θάζε νξζνγψλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν ηνπ χςνπο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα ηζνχηαη 

κε ην γηλφκελν ησλ πξνβνιψλ ησλ θαζέησλ πιεπξψλ ζηελ ππνηείλνπζα, δει.  

Αλ ζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρχεη , ηφηε ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψλην ζην Α. 
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2.3.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη νξζνγψλην ηξίγσλν κε κήθε θαζέησλ πιεπξψλ  12 θαη 16. Να

ππνινγίζεηε ηα κήθε ηεο ππνηείλνπζαο, ησλ πξνβνιψλ ησλ θαζέησλ πιεπξψλ

ζηελ ππνηείλνπζα, θαζψο θαη ην κήθνο ηνπ χςνπο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ

ππνηείλνπζα.

2. ΢ε ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
090  , 

030   θαη ΑΓ = 4. Να ππνινγηζηνχλ ηα κήθε 

ησλ ΑΒ, ΒΓ, ηνπ χςνπο ΑΓ θαη ησλ ηκεκάησλ ΓΒ, ΓΓ. 

3. Οη πξνβνιέο ησλ θαζέησλ πιεπξψλ ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ πάλσ ζηελ

ππνηείλνπζα έρνπλ κήθε 2 θαη 8. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηνπ χςνπο πνπ

αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα θαζψο θαη ηα κήθε ησλ θαζέησλ πιεπξψλ ηνπ

ηξηγψλνπ.

4. ΢ε νξζνγψλην ηξίγσλν ΑΒΓ (
090  ) δίλνληαη 2   θαη 2 3  . Να 

ππνινγηζηνχλ νη γσλίεο  ,   θαη ην χςνο  .

5. Να βξεζνχλ νη θάζεηεο πιεπξέο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ πνπ έρεη κήθνο

πεξηκέηξνπ 84 θαη κήθνο ππνηείλνπζαο 37.

6. ΢ηελ θάζεηε πιεπξά ΑΒ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ (
090  ) ζεσξνχκε ζεκείν 

Γ. Να δείμεηε φηη: 
2 2 2 2    . 

7. Αλ νη κε παξάιιειεο πιεπξέο ΑΓ, ΒΓ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ είλαη θάζεηεο, ηφηε λα

δείμεηε φηη ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ δηαγσλίσλ ηνπ ηζνχηαη κε ην

άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ βάζεψλ ηνπ.

8. Έζησ δχν νξζνγψληα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΒΓ πνπ έρνπλ θνηλή ππνηείλνπζα ΒΓ.

Αλ Δ, Ε νη πξνβνιέο ησλ Β, Γ ζηελ ΑΓ, λα δείμεηε φηη: 
2 2 2 2     . 



Κεθάιαην 3 

Δκβαδά 

3.1. Δκβαδά  γλωζηώλ επίπεδωλ  ζρεκάηωλ 

3.1.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Ι. Σεηξάγωλν 

ΙΙ. Οξζνγώλην 
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Δκβαδόλ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ πιεπξάο  .      

3.1.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε ΑΒ ΓΓ, ΑΒ<ΓΓ, 090    , ΑΒ = 4, ΑΓ = 3,

ΒΓ = 5. Να ππνινγίζεηε:

α. Σελ πξνβνιή ηεο ΒΓ ζηελ ΓΓ. 

β. Σν εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ.  

γ. Σν εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΓΒΓ. 

(Παλειιήληεο  εμεηάζεηο  2000) 

2. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ    , ζηηο παξαθάησ

πεξηπηψζεηο

α. 090    , 0120   θαη ΒΓ = ΓΓ =  . 

β. ΑΒ = 4, ΓΓ = 10 θαη ΑΓ = ΒΓ = 5. 

3. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ηξηγψλνπ ΑΒΓ, φηαλ   , 045   θαη 030  . 

4. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ ξφκβνπ ΑΒΓΓ ζηηο εμήο πεξηπηψζεηο:

α. ΑΒ = 10 θαη ΑΓ = 16 

Δ = 
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Λόγνο εκβαδώλ νκνίωλ ζρεκάηωλ 

δει.  
 

 
2




    

. 

δει. αλ       ή   0180  , ηφηε:  
 

 

 


           

Θεώξεκα Ι: Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ δχν νκνίσλ πνιπγψλσλ ηζνχηαη κε ην ηεηξάγσλν ηνπ 

ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 

Θεώξεκα ΙΙ: Ο ιφγνο ησλ εκβαδψλ δχν νκνίσλ ηξηγψλσλ ηζνχηαη κε ην ηεηξάγσλν ηνπ 

ιφγνπ νκνηφηεηάο ηνπο. 

Θεώξεκα  ΙΙΙ: Αλ δχν ηξίγσλα έρνπλ κία γσλία ηνπ ελφο ίζε ή παξαπιεξσκαηηθή κε κία 

γσλία ηνπ άιινπ, ηφηε ν ιφγνο ησλ εκβαδψλ ηνπο ηζνχηαη κε ηνλ ιφγν ησλ γηλνκέλσλ ησλ 

πιεπξψλ πνπ ηηο πεξηέρνπλ. 
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3.3.2. Άιπηεο αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη θχθινο (Ο,R) δηακέηξνπ ΒΓ θαη εκηεπζεία x , ηέηνηα ψζηε ε γσλία x

λα είλαη 30
0
. Έζησ φηη ε x  ηέκλεη ηνλ θχθιν ζην Α. Φέξνπκε ηελ εθαπηνκέλε

ηνπ θχθινπ ζην Γ, ε νπνία ηέκλεη ηελ x  ζην ζεκείν Ρ. Να δείμεηε φηη:

α. ΑΓ = R 

β. 
 

 
4





 

γ. 
2R 3

3
 

(Παλειιήληεο  εμεηάζεηο  2002) 

2. Έζησ Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ    . Να δεηρζεί

φηη:

α.     
2

    .

β. Αλ   9   θαη   4  , λα ππνινγηζηεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ.

3. ΢ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ ηξηγψλνπ ΑΒΓ παίξλνπκε ηα ζεκεία Γ, Δ θαη Ε,

ηέηνηα ψζηε: 
2

3
   , 

1

4
    θαη 

1

2
   . Να ππνινγίζεηε ην ιφγν 

 

 




. 

4. Πξνεθηείλνπκε ηηο πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ ηξηγψλνπ ΑΒΓ θαηά ηκήκαηα

1

2
   , ΓΔ = ΒΓ θαη 

1

4
    αληηζηνίρσο. Να ππνινγίζεηε ην ιφγν 

 

 




. 

5. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη απφ ζεκείν Ο εζσηεξηθφ ηνπ θέξνπκε θάζεηεο ζηηο

πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ θαη ζ’ απηέο παίξλνπκε ηκήκαηα ΟΚ = ΑΒ, ΟΛ = ΒΓ

θαη  ΟΜ = ΑΓ. Να δείμεηε φηη:    
1

3
   .
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Κεθάιαην 4 

Καλνληθά πνιύγωλα –Μέηξεζε 

θύθινπ 

4.1. Καλνληθά πνιύγωλα 

4.1.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Οξηζκόο: Καλνληθφ νλνκάδεηαη θάζε θπξηφ πνιχγσλν πνπ έρεη φιεο ηηο πιεπξέο θαη φιεο ηηο 

γσλίεο ηνπ ίζεο. 

Γωλία θαλνληθνύ πνιπγώλνπ 

Αλ έλα θαλνληθφ πνιχγσλν έρεη λ πιεπξέο, ηφηε θάζε γσλία ηνπ ηζνχηαη κε: 

Παξαηήξεζε: 

Γχν θαλνληθά πνιχγσλα κε ηνλ ίδην αξηζκφ πιεπξψλ είλαη φκνηα. 

Θεώξεκα Ι: Αλ ρσξίζνπκε έλαλ θχθιν ζε  λ  ίζα ηφμα, ηφηε ην πνιχγσλν πνπ 

ζρεκαηίδεηαη είλαη θαλνληθφ. 

Θεώξεκα ΙΙ: Κάζε θαλνληθφ πνιχγσλν εγγξάθεηαη θαη πεξηγξάθεηαη ζε δχν νκφθεληξνπο 

θχθινπο. 
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΢ηνηρεία θαλνληθνύ πνιπγώλνπ 

 Σν θέληξν Κ ησλ θχθισλ νλνκάδεηαη θέληξν ηνπ πνιπγψλνπ. 

 Ζ αθηίλα ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ νλνκάδεηαη αθηίλα ηνπ πνιπγψλνπ θαη 

ζπκβνιίδεηαη R. 

 Ζ  πιεπξά ηνπ θαλνληθνχ πνιπγψλνπ ζπκβνιίδεηαη  .

 Ζ αθηίλα ΟΚ ηνπ εγγεγξακκέλνπ θχθινπ νλνκάδεηαη απόζηεκα ηνπ πνιπγψλνπ θαη 

ζπκβνιίδεηαη  . 

 Ζ γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ δχν δηαδνρηθέο αθηίλεο νλνκάδεηαη θεληξηθή θαη 

ζπκβνιίδεηαη  . 

Θεώξεκα  ΙΙΙ: ΢ε θάζε θαλνληθφ πνιχγσλν ηζρχνπλ νη ζρέζεηο: 

  

0360





2
2 2

4
R




 

P          
2

P
E  





Πόξηζκα: 

Ο ιφγνο νκνηφηεηαο δχν νκνίσλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ Π θαη Π΄ κε λ πιεπξέο είλαη: 

R

R

 

 

 


 
  

  
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4.2.2. Αζθήζεηο 

1. Γίλεηαη θαλνληθφ πνιχγσλν Α1Α2…Αλ εγγεγξακκέλν ζε θχθιν κε θέληξν Ο θαη αθηίλα

R. Αλ ε γσλία ηνπ πνιπγψλνπ είλαη 
0150  , λα βξείηε: 

α) Σνλ αξηζκφ ησλ πιεπξψλ ηνπ πνιπγψλνπ. 

β) Σελ θεληξηθή γσλία ηνπ πνιπγψλνπ  . 

γ) Σν εκβαδφλ ηνπ πνιπγψλνπ ζπλαξηήζεη ηεο αθηίλαο R. 

(Παλειιήληεο εμεηάζεηο  2004) 

2. ΢ε θχθιν (Ο,R) παίξλνπκε ηα ηφμα 
060  , 

0120 ,   
0120  . Αλ νη δηαγψληνη 

ΑΓ, ΒΓ ηνπ ηεηξαπιεχξνπ ΑΒΓΓ ηέκλνληαη ζην Ζ, λα βξεζνχλ νη πιεπξέο ηνπ ΑΒΓΓ 

θαη ηα ηκήκαηα ΒΖ, ΓΖ, ΓΖ. 

3. ΢ε θχθιν (Ο,R) παίξλνπκε δηαδνρηθά ηα ηφμα
060  , 

090 ,   
0120  . Να 

βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηεηξαπιεχξνπ ΑΒΓΓ.

4. Να απνδεηρζεί φηη νη δηαγψληνη θαλνληθνχ εμαγψλνπ, φηαλ ηέκλνληαη, ζρεκαηίδνπλ

επίζεο θαλνληθφ εμάγσλν. Να βξεζεί ν ιφγνο ησλ εκβαδψλ ησλ δχν εμαγψλσλ.

5. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξψλ ΑΒ,ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ ηεηξαγψλνπ ΑΒΓΓ εγγεγξακκέλνπ ζε

θχθιν (Ο,R) παίξλνπκε αληηζηνίρσο ηκήκαηα ΒΚ = ΓΛ = ΓΜ = ΑΝ = 3 . Να δεηρζεί φηη
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4.3. Μήθνο θύθινπ – Δκβαδόλ θπθιηθνύ δίζθνπ 

4.3.1. ΢ηνηρεία ζεωξίαο 

Παξαηήξεζε: 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην εκβαδφλ ηνπ θπθιηθνχ ηκήκαηνο αθαηξνχκε απφ ην εκβαδφλ ηνπ 

θπθιηθνχ ηνκέα ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ. 

4.3.2. Αζθήζεηο 

1. ΢ε ηεηξάγσλν  ΑΒΓΓ  πιεπξάο  7cm  εγγξάθνπκε ηεηξάγσλν  ΔΕΖΘ  έηζη ψζηε

      ΑΔ = ΒΕ = ΓΖ = ΓΘ = 3cm. 

α) Να βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηεηξαγψλνπ  ΔΕΖΘ. 

 Μήθνο θχθινπ : 

 Μήθνο ηφμνπ : 

 Δκβαδφλ θπθιηθνχ δίζθνπ : 

 Δκβαδφλ θπθιηθνχ ηνκέα : 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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β) Δλαο πέκπηνο κεραληζκφο, πνπ ηνπνζεηείηαη ζην θέληξν ηνπ θήπνπ απηνχ θαη  πνηίδεη 

κία θπθιηθή πεξηνρή απηνχ, ιεηηνπξγεί ηαπηφρξνλα κε ηνπο άιινπο ηέζζεξηο. Πνηα είλαη 

ε αθηίλα ηεο κεγαιχηεξεο θπθιηθήο πεξηνρήο πνπ πξέπεη λα πνηίδεη ν θεληξηθφο 

κεραληζκφο έηζη ψζηε θακία πεξηνρή ηνπ θήπνπ λα κελ πνηίδεηαη απφ δχν ή 

πεξηζζφηεξνπο κεραληζκνχο; 

γ) Πφζν είλαη ην εκβαδφλ ηνπ θήπνπ πνπ παξακέλεη απφηηζην ζηελ πεξίπησζε  β; 

δ) Πνηα είλαη ε αθηίλα ηεο κηθξφηεξεο θπθιηθήο πεξηνρήο πνπ πξέπεη λα πνηίδεη ν 

θεληξηθφο κεραληζκφο, έηζη ψζηε θακία πεξηνρή ηνπ θήπνπ λα κε κέλεη απφηηζηε, φηαλ 

ιεηηνπξγνχλ θαη νη πέληε κεραληζκνί ηαπηφρξνλα; 

(Παλειιήληεο εμεηάζεηο  1999) 

Δξωηήζεηο θαηαλόεζεο 

Ι. Να βξείηε πνηεο απφ ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο είλαη ζσζηέο θαη πνηεο ιαλζαζκέλεο: 

1. Γίλεηαη θχθινο  (Ο,R), ε ρνξδή ηνπ  ΑΒ θαη  ην απφζηεκα  ΟΚ.

α) Αλ 
0ˆ 72 , ηφηε  ΑΒ =

5 . ΢ Λ 

      β) Αλ  ΟΚ = 
R

2
, ηφηε  

0ˆ 120 ΢ Λ 

      γ) Αλ ΑΒ =  θαη  Μ  ην κέζν ηνπ θπξηνγψληνπ

     ηφμνπ  AB, ηφηεQ AM = MB = 
2 ΢ Λ 

      δ) Αλ  ΑΒ = R 3 , ηφηε ην κήθνο ηνπ θπξηνγψληνπ 

      ηφμνπ  ΑΒ  ζα είλαη 
2

3


.    ΢  Λ 

2. Aλ ε πιεπξά ελφο θαλνληθνχ πνιπγψλνπ

      εγγεγξακκέλνπ ζε θχθιν (Ο,3)  είλαη 3 2 , 

      ηφηε ην απφζηεκα   ηζνχηαη κε 
3 2

2
.        ΢ Λ 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης
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4.4. Δπαλαιεπηηθέο αζθήζεηο 

1. Θεσξνχκε θαλνληθφ πεληάγσλν  ΑΒΓΓΔ  κε πιεπξά 
5  . Ζ δηαγψληνο  ΑΓ  ηέκλεη 

ηηο δηαγψληεο  ΒΔ  θαη  ΒΓ  ζηα ζεκεία  Ε  θαη  Ζ, αληηζηνίρσο. Να δείμεηε φηη:

α)  5 1
2


          β)  3 5

2


  

γ)  1 5
2


  

2. Ζ δηαθνξά ησλ εκβαδψλ ελφο θαλνληθνχ εμαγψλνπ θαη ελφο ηεηξαγψλνπ, πνπ είλαη

εγγεγξακκέλα ζ΄έλαλ θχθιν  (Ο,R)  είλαη  5,5 m
2
. Nα βξείηε ηελ αθηίλα  R ηνπ θχθινπ.

3. Έλα θαλνληθφ εμάγσλν  ΑΒΓΓΔΕ  είλαη εγγεγξακκέλν ζε θχθιν  (Ο,R). Οη πξνεθηάζεηο

ησλ  ΑΒ  θαη  ΓΓ  ηέκλνληαη ζην  Κ.

α) Να δείμεηε φηη ην ηξίγσλν  ΚΒΓ  είλαη ηζφπιεπξν. 

β) Να βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ  ΚΒΓ. 

γ) Να δείμεηε φηη ηα ηξίγσλα  ΚΒΓ  θαη  ΓΓΔ  είλαη ηζνδχλακα. 

δ) Να βξεζεί ην εκβαδφλ ηνπ εμαγψλνπ. 

4. Γίλεηαη θαλνληθφ εμάγσλν  ΑΒΓΓΔΕ  εγγεγξακκέλν ζε θχθιν  (Ο,R). Οη δηαγψληνί ηνπ

ΑΔ  θαη  ΕΓ  ηέκλνληαη ζην  Κ  θαη ε  ΒΚ  ηέκλεη ηελ  ΕΔ  ζην  Λ. Να δείμεηε φηη:

α) Ζ  ΑΔ  είλαη θάζεηε ζηε  ΓΕ. β) 
2   

γ) 
2

R
3

  δ)  
2R 3

12
 

5. Δζησ θαλνληθφ πνιχγσλν εγγεγξακκέλν ζε θχθιν  (Ο,6)  κε επίθεληξε γσλία 

ακβιεία.

α) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ πιεπξψλ ηνπ πνιπγψλνπ. 

β) Να βξείηε ηελ πιεπξά θαη ην απφζηεκα ηνπ πνιπγψλνπ. 

Φροντιστήρια Ε.Δ. Στογιάννης



Γεληθά ζέκαηα 

1. Γίλεηαη νμπγψλην ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε κήθε πιεπξψλ  2  , 1 2     θαη  εκβαδφλ

(ΑΒΓ) = 
2

4


. 

α) Να απνδείμεηε φηη ην κήθνο ηεο πιεπξάο    είλαη ίζν κε 3 . 

β) Να ππνινγίζεηε ηελ αθηίλα  R  ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θχθινπ ηνπ ηξηγψλνπ ΑΒΓ. 

γ) Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο πξνβνιήο  ΑΒ  πάλσ ζηελ πιεπξά  ΒΓ. 

(Παλειιήληεο εμεηάζεηο  2004) 

2. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ εγγεγξακκέλν ζε θχθιν  ,R  κε ην ηφμν ΑΓ λα είλαη ίζν κε

120
0
, 19  , 2 7   θαη   6 3  .

Να ππνινγηζηνχλ:

α) Οη πιεπξέο ΑΒ θαη ΒΓ. 

β) Σα εκβαδά ηνπ πεξηγεγξακκέλνπ θαη ηνπ εγγεγξακκέλνπ θχθινπ ηνπ ηξηγψλνπ. 

3. Γίλεηαη ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε 2   θαη
3

2



   . 

α) Να δείμεηε φηη:  7  . 

β) Να βξείηε ην είδνο ηνπ ηξηγψλνπ. 

γ) Αλ  ΒΓ  ην χςνο ηνπ ηξηγψλνπ, λα δείμεηε φηη  ΑΓ = 
2 7

7


. 

δ) Να βξείηε ην ιφγν ησλ εκβαδψλ ησλ ηξηγψλσλ  ΑΓΜ  θαη  ΑΒΓ. 

4. Γίλεηαη θχθινο  (Ο,R)  θαη ηα δηαδνρηθά ζεκεία ηνπ  Α, Β, Γ  έηζη ψζηε
6   θαη  

3  .

α) Να εμεγήζεηε γηαηί ε  ΑΓ  είλαη δηάκεηξνο ηνπ θχθινπ. 

β) Να βξείηε ηε πεξίκεηξν ηνπ  ΑΒΓ. 

γ) Αλ  Μ  ην κέζν ηεο  ΒΓ  λα βξείηε ην  (ΑΜΓ). 

δ) Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ θπθιηθψλ ηκεκάησλ πνπ νξίδνληαη απφ 

ηηο ρνξδέο  ΑΒ  θαη  ΑΓ. 
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